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•i-^z- -^-v Einleitung. 



jDei Ausarbeitung des Werkes welches hier dem mathematischen Publikum übergt- 
ben wird, hat dem Verfasser ein doppelter Zweck vor Augen gestanden. 

In miliffirischen sowohl als büi^erlichen Verhfiltnissen sind die Fälle nicht sel- 
ten, wo mathematische Rechnungen unmittelbar nöthig werden. Von den Personen 
weldien diese Geschäfte obliegen, kann nicht immer erwartet werden, dafs ihnen 
die Ableitung der dazu erforderlichen Formeln gegenwärtig, die Umgestaltung der- 
selben Tür den bestimmten Zweck geläufig sey. Es setzt dieses eine Bekanntschaft 
mit den theoretisdien Lehren und zugleich eine Uebung in analytischen Operationen 
>^raus, die nicht «billig von Männern gefordert werden darf, deren Beschäftigungen 
auf eine ganz andere Richtung ai^ewiesen, mA zufällig und momentan mit mathe- 
mati^chen Arbeiten in Berührung kommen. Einen Vorgelegten Ausdruck, eine geo- 
metrische oder trigonometrische Formel nach ihrem eigentlichen Sinne zu verstehen, 
und von derselben eine richtige Anwendung zu machen, ist hingegen eine Fähig- 
keit, welche ^Uen denen eigen zu bleiben plegt, die~ zu irgend einer Zeit einiger- 
mafsen zu mathematischen Studien angehalten worden sind* ' 

Mathematiker von Fadx bedürfen allerdings solcher Hiilfe nidit Niemahd hat 
aber wohl längere Zeit in nuitfa«matischen Arbeilen zugebracht, der nicht aus Er- 
fahrung wüfste, wie viel Zeit durch Ableiten und Umwandeln oft ganz elementarer 
\ Ausdrücke verloren geht, es sey nun dafs irian sieh dieselben selbst bade, oder sie 
^^ aus irgend einem Lehrbuche su entnelunen auche. Noch mehr steigert sich dieser 
^ Zeitverlust, sobald es darauf ankommt eine solche Formel durch numerische Ent- 
wicklung zur wirklichen Redmung gesdiiokt zu machen^ Eben so kann es oft 
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sehr wesentlich seyn, alle Gestalten, deren ein gewisser Ausdruck fähig ist, auf ein- 
mal übersehen zu können, um unter denselben nach den Umstanden die geeignete 
Wahl zu treffen. Die meisten Operationen der trigonometrischen Analysis sind in 
diesem Falle. 

Dem Verfasser schien es, als ob diesem zweifachen Bedürfnisso zugleich ab- 
geholfen werden konnte, wenn man die verschiedenen Theile der reinen Mathema- 
tik, soweit solches thunlich, in positiven Resultaten darstellte, und die daraus er- 
wachsenden Formeln, Ausdrücke und Hülfszahlen consequent und systematisch ge- 
ordnet zusammentrüge. Er verwahrt sich dabei ausdrücklich gegen die Auslegung, 
als habe er glauben können, die Mathematik liefse sich überhaupt auf ein wohlan- 
gelegtes System von Formularen uAd Rechnungsrecepten zurückfuhrenr Vielmehr 
bat er die tiefe Ueberzeugung, dafs es allein der Geist und die Methode ist, welche 
den Werlh dieser reichen Wissenschaft und ihren .wahren Sinn fSir das Leben be- 
gründen. Dals aber die Bedeutung einer Sprache allerdings an die innere Erkennt- 
nifs und deren Ausdruck im lebendigen Worte geknüpft ist, hindert nicht, dafs es 
Wörterbücher gebe, die dem Gedächtnisse und dem Mangd an Uebung zu Hülfe 
kommen« Ein solches, ein Repertoriukn dessen, was man wohl thut da zu nehmen, 
wo es am schnellsten zu erlangen ist, wünschte der Verfasser für die Math^natik 
zu . liefern. 

Niemand kann übrigens besser wissen und fühlen wie weit diese Arbeitvsowohl 
dem Entwürfe als der Ausführung nach, hinter dem zurückbleibt, was auf diesem 
Wege zu leisten sicher moglidi ist. Wenn es hierüber einer Erklärung bedürfte, 
so würde der Verfasser diese vorzugsweise in der Neuheit der Sache suchen. Die 
Anordnung eines solchen Werkes ist nicht ohne Sdiwierigkeiten, die Ausführung 
sehr mühsam, ein erster Versuch jederzeit unvollkommen. 

Dem in Obigem angedeuteten Plane zufolge, werden die den verschiedenen 
Zweigen der reinen Mathematik angehöiigen Tormeln in zwei Bänden zusammen- 
gestellt werden. 

Der erste Band soll die Geometrie und Trigonometrie, der zweite die Arith- 
metik, Algebra, niedere und höhere Analysis, und Geometrie der Curven umfassen. 
Jeder dieser Bände ist von dem anderen unabhängig imd kann nöthigen Falles als' 
ein selbststänctiges Ganze angesehen weideHi , , 
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faBllieSiiiig des eryfceii, hier endieineiiden Bandes erhellt aus folgender 
Uebemcht; 

Erale A^theilang — Geometrie:' 

Isier AbsehniU — * Formeln lur ebeaet» Geometrie; 
2ltt Abschnitt — * Formeln xur körperlichen Geometrie. 
Zweite Abtheämig — • Trigonmnetrie ; 

isier Abschnitt *-* Formeln im Anflösttng der ebenen n. sphärischen Dreiecke; 
2ter Abschnitt — Formeln zur trigonomelrischen Analysis. 
Einige Erliuteiungen mögen hier nach der Reihefolge dieser Ge|^nstände ihre 
Stelle finden. ^ 

Die Einriditnng der sich auf ebene und köcperliehe Geometrie beziehenden 
Tafeln ist durch den bloCs«& Anblick unmittelbar verständlich. Sie enthalten dieje- . 
Bigen ebenen Figuren und Körper, auf welche sich die* mathematischen Rechnungen 
gewöhnlich za erstrecken pflegen. Obgleich dabei auch noch einige r unter spe- 
cielleren Bedii^gungen entstehende Körper m Beäacht gezogen worden ^sind, so 
mnfste man sich hier doch in engen Schranken halten , da das Feld solcher Unter- 
suchungen ganz unb^evzt ist^ und för die Ausübunqg zu wenig Interesse darbietet. 

Bei jedem dieser Fignsen und Körper sind die Linien, Wmkel, Flächen und 
Volumina durch willkührliche Buchstaben bezeichnet , und die Relation aller dieser 
Elemqpto durch eine Reibe von Formeln dargestellt . worden. Es war dabei uv- ^ 
sprfinglich die. Absicht alle Fälle ohne Ausnahme überall durchzuführen, so dals 
die Columnen Gegeben — GesHcbt keine der möglichen Combtnationen ent- 
behrteUi^ Nur in einigen wemgen Fällen hat man rieh erlaubt hiervon abzuweichen^ 
. entweder um höchst verwickelten und dadurch GSa die Praxis unbrauchbaren Aus- 
drücken, oder einer wenig Nutzen versprechenden Ueberliillung zu entgehen.. Bei. 
Körpern die ohnehin nur unter ganz'^ besonderen Umstanden und deshalb selten vor- 
kommen, schien es hinreidiend, die Hauptformeln anzugeben^ das Umwandeln die- 
ser- Formeln würde eine eben so beschwerliche als müTsige Arbeit gewesen seyn. 

Eine fernere Absicht dieser Tafeln lag darin die aufgestellten Ausdrücke für die 
praktisehe Rechnung geschickt zu machen. Wo sick deshalb in den Formela be- 
stimmte Zahlen als Faktoren, Divisoren, Wurzelgrö&en u. fr w» zeigten, sind diese 
^ durch Ausführung der geforderten Operationen in einen einzigen Koefßzienten zu- 
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6ammengezogen worden. I^eCs def so veränderte Ausdnidc wiederam eine logarith- 
mische Behandlung zu , so sind ^ diese Logarithmen gleichfalls beigebraeht worde» • 
Man hat sich dabei die Grenze gesetzt , die KoetScientea sowohl als äre Logarith- 
men stets auf 7 Decimalstellen anzugeben ; ni|r bei den Redmnngen die sidi auf Kreis 
und Kugel beziehen, wo zuweilen eine grobe Geaaaigkeit erfordevlidi werden kann, 
sind die Koefißzienten bis zur 12ten Stelle , und ihre Logarilhmen mit 10 ZifiTem 
aufgenommen. Dafs f&r die Logarithmen achter Bräche die Bezeicbnmigsart ge- 
wählt worden, nach welcher die Logarithmen selbst positiv bleiben, und d!agegen 
eine negative Htilfi^ennziffeT hinzugefi^t wird, sdiien fiir die praktische Rechnung 
geeigneter als der Gebrauch ganz negativer Logarithmen. 

Die Einricfatui^ der, die Formeln zur Trigonometrie enthaltenden zweiten 
Abtheilung, wird gleichfalls ohne Schwierigkeit übersehen werden können. Wenn es 
scheinen sollt«, als ob die DarsteUung der trigonometrischen Anoiysis eine ztt grofse 
Ausdehnmig erhallen hätte^ so ist zu bedenken, 4äh eben iiier das Bedtfarfnifs einer 
systematiscji erschlrpfendai Formeltafel am dringendsten war. Schwerlich ist selbst 
der geübtere Mathematiker im Stande, die verschiedenen Gestalten, welche ein tri- 
gonometrischer Ausdfudc anndimen kann, sich zugleich zu vergegenwärtigen, und 
gleichwohl beruht eben hierauf der Gang aller Operationen der analytischen Trigo- 
nometrie. Man war daher stets gedrungen, irgendwo eine Zusammensiellung solcher 
Formeln aufzusuchen, und Cagnoli Trig. rect. et sph., Lacroix Trigon., Klü- 
gcl analjt Trigon. lind dessen Wörterbuch t Artikel Goniometrie, Vega Lehrbuch 
zweiter Theil und dessen log. trig. Tafeln, Salomon Trig., Euler Introd. ad 
calc. diff.y Schulz log. trig. Tafeln, Bonnycastle Trig., Lambert Supph tah. 
log. et trig., Schweins Geometrie zweiter Theil u. s. w. sind in dieser Hinsicht 
viel gebraucht worden. Theils hber scheint keine der angeführten Tafeln die nöthige 
Vollständigkeit zu haben, um in allen Fällen Auskunft zu erlheilen, theils wird in 
denselben die strenge Ordnung vermifet, ohne welche ihr Gebrauch sehr beschwer- 
liA ist. Bei Lehrbüchern, welche, wie die schätzbaren Werke von Schweins, 
Salomon, Ünger u. A. eine vollständige Entwidcehmg der Wissenschaft zum 
'Zwecke haben, liegt es ohnAin in der Niatur der Sache, dafs sie jeden Ausdrudk 
nur an der Stelle aufföhrcn, wo er sidi ihnen auf dem Wege, den sie für ihre Ab- 
ieitungen (gewählt hatten, von selbst ergiebt. Die hieraus entspringende Anordnung 



der Materien ist aber von derjenigen, bei welcher alles Znsammengehörende unter 
gewissen, leicht äbersichtlidien Rubriken zusammengestellt ist, gänslich verschieden«' 
Bei jenem Gange ist es eben so unthunlich, das Feld der möglichen Combinationen 
regelmäfsig und vollständig zu erschöpfen, als es bei einem Plane, wie der des vor^ 
^liegenden Werkes, rathsam gewesen wäre, Wiederholungen zu vermeiden, die viel- 
mehr überall eingetreten sind, wo sonst Unbequemlichkeiten bei dem Gebrauche der 
Tafeln entstanden wären. 

Als ein besonderer Anhang zu dieser Abtheilung sind die Tafeln zur Auf- 
lösung der trigonometrischen Gleichungen anzusehen. Da die Reduction solcher 
Gleichungen, in welchen der zu suchende Bogen durch mehrere seiner Funktionen 
ausgedrückt erscheint^^ oft beschwerlichen Rechnungen unterworfen ist, so ist hier 
der Versuch gemacht worden, die möglichen Fälle bis zu einer gewissen Grenze 
allgemein darzustellen. Man hat sich dabei auf folgende zwei Klassen eingeschränkl: 

a) Gleichimgen, die nur aus zwei Gliedern bestehen, und wo in jedem Gllede' höch- 
stens zwei verschiedene trigonometrische Funktionen als Faktoren vorkommen, und 

b) solche, wo aufser den zwei angeführten Gliedern, noch ein drittes Glied vorhan- 
den ist, welches keine trigonometrische Funktion enthält. Was in diese beiden 
Haupt -Klassen fällt/ ist für alle Fälle durchgeführt, nur sind in der zweiten Abthei- 
lung die Combinationen der positiven und negativen Zeichen nicht geschehen , da 
man sehr leicht für jeden besonderen Fall, die betreffende Aenderung, eintreten las- 
sen kann. 

In allen Formeln, die sich auf Trigonometrie beziehen, .ist der Radius = 1 
angenommen worden. Sollte es unter besonderen Umständen nöthig werden, einen 
anderen Radius einzuführen, so dient hierzu das bekannte Gesetz der Homogenität 
aller Glieder einer trigonometrischen Gleichung. 

Da der Verfasser bei dieser Arbeit überhaupt keinen anderen Zweck hatte, 
als der ausübenden Mathematik nützlich zu werden, bei Gegenständen dieser Art 
von eigener Erfindung ohnehin kaum die Rede sein kann, so hat er der - Eitelkeit 
leicht entsagen können, Formeln selbst abzuleiten, die sdbon anderswo zu finden 
waren. Er hat daher Alles benutzt, was die ihm zugängliche mathematische Lite, 
ratur für seinen Zweck Dienliches enthielte, und sich begnügt, dÄs Vorgefundene 
passend zu gebrauchen und mit dem Ganzen in Einklang zu bringen. Eben so er- 



kennt er dankbar die Unterstützung an, die ihm von mehreren Seiten gekommenj 
nnd hat dabei insbesondere, den KöaigL Ingenieur - Geographen Asimont ra nen* 
nen, einen ausgezeichneten jungen Mathematiker, dessen bereitwilligem Fleilse ein 
grofeer Theil dieser Arbeit seine Grandlage .verdankt 

Ungeachtet die mühsame und schwierige Correctur sorgfaltigen Händen an* 
rertraut war, so haben sich dennodi bei der lelzt^i Durphsicht einige unbeträcht- 
liche DruckFehler und Irrungen vorgefunden, von denen es wünschenswerth ist, dafs 

sie vor dem Gebrauche abgeändert werden. Dafs sich auch später noch ähnliche 

♦ 

Fehler, vielleicht sogar in den Rechnungen, finden sollten, kann nicht auTser Mög- 
lidikeit gestellt wertlen; sie scheinen von einem ersten Versuche unzertrennlich, 
obgleich eben hier nicht geringe Mühe angewendet worden ist, sich ihrer zu entledigen. 

Berlin, im April 1827. 



J. V. Radowitz, 

Ilauptmaon im Köiiigl. General • Staabe. 
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Erster Abschnitt 



Formeln zurebenen Geometrie. 



I, 



L Das Quadrat. 






s sei der FlätJieninhalt des Quadrats 

dessen %Seiie 

• 

die Diagonallinie ^ 


= F 
= b 


Gegeben: 
l'. a; 

2. b; 


Gesucht : 
F=t a* 


• 


3. F; 


a =l/F 


- 


4. b; 


bl/2 
« = 2 


= 0,707 1068. b 


' V, 


log» 


= 0,8494850— l+%t 


5. F; 

6. a; 


b = 1/2F 
/o^b 

* = aK2 
logh 


= 1,4142 136. l/F 
= 0,1505150+1 /o^F 
= 1,4142136. a 
= 0,1505150+/og-a 



IL Der R e c t a n g e 1. 

« 

Es sei der Flächeninlialt des Rcciangels 

iwei auf einander perpendiculare Seiten 
die Diagonallinie 

der Winkel der Diagonale mit d^r Seite a 

A.2 



F 

a und «b 
c 

9 



— 4 — 



Gegeben 

1. a, b 

2. a, c 

3. a, q> 

4. b, c 

5. b, 9 

6. c, qp 



9. 

10. 

11. 
12. 



F, 9; 

b, c; 

b, qj; 

c, 9; 



13. F, a,' 



15. F, 9; 

16. a, c; 

17. a, 9; 

18. c, 9; 

19. F, aj 

20. P, b; 



Gesadit: 
F=a.b 

F « aj/(c'— a'')=5aV((cH-a).(c--a)) 

F = s?.tangf 

F = b'|/(c*— b«)=bl/((c+b) . (c— b)) 

F=B b^.eofq» 
/'=3|c».«w29 



7. F, b; a = r 



F 
b 



8. F, c; a = 



^ |/(£!±i^^!zÄ)«.|[l/(?q:^Fy+V'(^ 



O = \/F.COtqi 

a = l/(c»~b«)=l/((c+b).(c— b)) 
a SS c.co^9 



F 

a' 



14. F, c; i = 



|/(c-e^V:-4F^) ^ . [-V/^^Fj-Kf? 



-2F)] 



6 == \/F.tangip . 

h = l/(c* — a") = K((c+ a) . (c— a)) 

h = a./an^<p 

6 =3 c.Binq> 



K(?H-)='^^^* 






]/(F''4.b«) 
b 



21. 


F, 9; 


c 


22. 


a, b; 


c 


23. 


a, <p; 


. c 



= V^(a*+Ä^ ^«wg^* 9)=:a .^c 9= 



<o^9 



— 5 — 



24. b, 9; ^ = 1/ (z 5 — }-bM=bco^^€rq)=-, — 



raizg"'9 / ^ii»9 

Anmerkung. Es ist augenscheinlich, dafs in obigen ForDi|eln sowohl, als in s&nmtlichen zur ebenen, 
körperlichen und höheren Geometrie gehörigen» die Winkel und ihre Functionen. nur ab Hül&- 
mittel zur Bestimmung der Linien und Flächen angewendet, nicht aber überall ah m suchende 
Grofsen betrachtet worden sind. Die Formebi der Trigonometrie geben» da wo es auf Bestim- 
mung der Winkel selbst ankommt, die nöthige Ergänzung. 



ill. Das Paralielogramm überhaupt. 

£s sei der Flächeninhalt des Parallelogramms = F 

die zwei Seiten desselben = a und b 

der . Wiikkel, den diese einschliefsen :^ 9 

der Perpendikel auf die Seile .1 ' == h 

^e beiden Diagonallinien = c imd d 

der Winkel, den diese einsciüieftseu ;=: <% 

Gegeben: Gesucht: 

1- a, h; F = a.h 

2. a, b, 9 1 i^ s-s « b .»»/» K^ 

3. C, d,. aj -F= -Icd^ma - 

4. a, b, c; JF' = ^l/C^a^b^— a^-f 2a^c^— b*+2b^c*— c*) 

5. a, b, d;. F= |l/(2a^b^— a*+2aM»— M+2b*d?— d*) 

6. a, c, d; F = |}/(8aM^ — 16a*+8a«c'— d*+2c"^d^— c^) 

7. b, c, d; F=: il/(8b*d'— 16b*-{-8b^e»— d*+2€«d^— c*) 

8. F, h; a = ~ 

h 

9» F, b, 9; a == C-— = — =zt-.cos€c^ 

V D sm 90 

10. F, b; h ^ ?.^^? 

IL F, a, 9^ » ^ = • — - — zzz—.cosec^, 

a smt^ a 

A^ \f A ^ 2F 2F 

d.9ma d 



13. a, by 9; 

14. F, C, a; 

15. a, b, <p; 

16. F, a; 

17. F, b, 9; 



c 

d 

d 
h 



2F 2F 
:= — r; — s= — .coseca 
csma c 

= l/(a*+b»+2ab 0)^9) 
P 



A = 



a 

F 
b cos<p 



F 

=r-.^^C9 



IV. Das Dreieck. 

A) Das ungleichseitige Dreieck überhaupt 

£• sei der Flächeninhalt eines ungleichseitigen Dreiecks = F 

seine drei Seiten = a, b, c 

deren Summe = S 

der Perpendikel auf die Seite a = h 

die drei Winkel = a, j3, y 



Gegeben : 

1. a, h; 

2. a, b, c; 

3. 
4. 

5. b, c, a 

6. a, a, ß 

7. a, b, a 

8. a, ß, y 



Gesucht : 
jP=^=ia.h=a.|h 

jF= il/((a+b+c)(a4.b~,c)(c+a— b)(c— a+T))) 

^ = |l/(2a*b2-j-2a^c*+2b«c«— a*— b*— c*) 

= il/(S.(S— 2&).(S— 2b).(S— 2c)) 
JP = 1^ b c sin et 

F= |b ^man/(a'^— b* sin^ a+b coja)) 

JfWl(ß-f-y) COtß-j-COty 



9. h.p,y; F=iM*£|±^=|h'Mß+«,*y) 

2F 



10. F, h; 



7. ~ 



11. F, b, e^ a = l/(b«+c*::Fl/(4b*c*— 16P)) 

12. P, a, ß; a = 1/ f-r-— -7-7 — p-r) 



13. P, /3, y; 



14. F, a; A = ^ 

a 

15. a, b, cj Ä == ^l/t2a'b«-|-2a*c*+2b*c*— a*— b*— .<:♦) 

« l;l/(S.(S-2a).(S-2b).(S-2c)) 

16. b, c, a; A =: 



17. a, a, P; h =s i--v ^^ — Lili 



sma 



-^ ^ A ^-^ s^.sinß.siny a 

lö. a, p, y; Ä _ ^/^.(^j+y) " co^|3+co/y 

AnmerWang* In, sammtlichfin Foimeln für das Dreieck ist die BeBeiclmung der Winkel so gewählt, 
dafs sich die gleichnamigen Buchataben co^respondiren; d. h. der Winkel a liegt der Seite a, 
ß liegt b, 7 liegt c gegenüber. 

Zusatz» 

Formeln für Drc^iecke, in welchen Summen «der Differenzen 

der Seiten gegeben sind. , 

Wenn in einem Dreiecke, statt der einzelnen Seiten, die Summe derselben, 
oder die Summe oder Differenz von zweien, nebst der dritten, gegeben sind, so 
'kann daraus mit Hülfe der drei Winkel, sowohl die Grofse der einzelnen Seiten, 
als auch der Flächeninhalt berechnet werden. ~ ' ' , 

Es seien, wie vorher, die drei Seilen =3 a, b und c 

die drei Winkel, so wie sie den* gleich- 
namigen Seiten gegenüber stehen ' z=z a^ ß und y 
der Flächeninhalt = F ^ 
der gesaiomte Umfang = S 
so entstehen bei den verschie4enen Voraussetzungen folgende Formeln: 



A 



Gegeben: Gesucht: 

1. / a = 



sin aip sin ß 2 sin | (« Ip i3) 6W | {(^±:ß) 

_ - m ^ly^ p msinß 

^•^alf b=inJ* ~ lma':fsinß~2sin^{a+ß)cos\{a±ß) 
p, y; \ m siny tnsiny 



4. 



m^ sina sinßsiny m^ sin ok sin ß tang\ y m^ sin cl sinß cot\ y 

^"" 2{sinÖL^:sinß)^ "^ Acos^{a—ß)* ~ isin^{a^ßf 



I 

t 



8/ S ^/«a S sin \ok ^ ' - 

^' , V I sin a-^- sinß-]- siny icos^ßcos^y 
\ Ssin ß Ssin^ß 

( a-f-b-f-CacS, ) sina-^-sinß-^siny 2 cos^a cos^y 

'• j ^/w a -|- ^iw ß-f* *"* y 'icos^acos^ß 

I ^ ^ S* /g/ig-|« /g/?g|l3 tnng^y 

i 

*^' , -^.- \ " — 2(m±cco*a) " 




«; 



17. 



"" 4(mic«»*a) 



18. ( a 

!a— bs=d,i 
c, }b 

20. ! F 



21. 



a 



a-j-b= 



m, 



22- <a+c=n, <5 =in — 



c»— d* 

2(cco^/3— d) 
c^ + d' — 2ci cosß 
2{ccosß — d) 

4(cco^ß— d) 

(m-{-n)( l — CQ^g) 1 1 y^ (m — nycos^ fx-\'2mn{i — cos ex) 
1 — 2cosot ' r (1 — 2 cosaf 

(m-f-n)(l — cosa)-\^X/{m — n)^cQ^^6c--{^2mii(l— co^a) 



i ^ 



a; 



23. 



1— 2co^a 

(m-{-n)(l— cQ^«)-{"l/^(in — n)'<?o^^«-f-^"^"U — cosct) 

1 — 2co^a 



Anmerkung. Eine beträchtlichere Anzahl ähnlicher Formeln, die aiu gegebenen Summen und 
Differenzen der Seiten oder Winkel eines Dreiecks hervorgegangen sind, enthalten: Strehlke 
Aufgaben über das geradlinigte Dreieck 1826; und Kroll, Au%aben über Dreiecke, worin 
Summen oder Differenzen Ton Winkeln oder Seiten gegeben sind, 1S26. 

B) Das gleichschenklfche Dreieck. 

Es sei der Flächeninhalt eines gleichschenklichen Dreiecks = F 
die Grundlinie desselben ::^ a 

jeder der beiden Sehenkel = b 

der Perpendikel auf die Grundlinie =: h 

die Winkel des Dreiecks = a und ß 

Gegeben: Gesucht: 

F = Iah ^ ^ ^ 

F = ial/(4b^— a^) = ial/((2b+a).(2b— a)) 

F = hl/(b'— h») 
F = \sL^cot\a 
F =2 ^2?tangß 

F=:|b«^i»a 

F tm |b^^i/»2ß 



1^ a, h 

2. a, b 

3. b, .h 

4. a, a 

5. a, ß 

6. b, OL 

7. b, ß 



8. F, h; 

9. F, b; 



a 



2F 
h 



a = l/(2b^qFl/(4h*— 16F»))=l/(b«-|-2F)-f-l/(b«— 2F) 

B 



10 



10. 

tu 

12. 
13. 
14. 



b, h 

b, ß 
h, a 



a 
a 
a 
a 
a 



2h cos ß 
2htangß 



.15. F, a; b = 



16. F, h; 



21. h, ß; 



b = 



17. a, a; 6 ss 

18. a, p; b = 

19. a, b; 6 = 



l/(16F'+a^) 

2a 

l/(F^+h*) 
E 

a 



2sin<a 



1 



^=^\9kCOsec\a 



=|a^^ci3 



2co^fJ 



20. h, a; * =r -^^=h^^c|a 



CO^^a 



& =: 



^lO^ 



=h cosecß 



22. F, a; Ä = — 



24. 
25. 
26. 

27. 
28. 



2P 
a 



' 23. F, b; Ä = 



a, b; 

a, a; 

b, a; 



F 



J/(b»_h») 



Ä = l/(b»— ^a») 

A = 

A = b«mp 



•j-a cot\a 
<acotß 



hcosia 






C) Das greichseilige Dreieck. 

Es sei der Fläcfaeninhalf eines gterchseitigen Dreiecks 
dessen Seite 
der Perpendikel des Dreiecks 



:s= F 
=3 a 



11 



Gegeben: 
1. a; 



2. h; 



3. F; 



4. h; 



Gesucht: 
F = Ja'l>'3 
logF 



F = 



0,4330127. a* 
0|6365006~l+2%a 

0,5773503. h« 



%F = 0,7614394— i-{- 2 /o^b 



Kl/3 



4F 
1/3 
log» 



n ^ 



1,5196714. l/F 
0,18174974i logV 
, .- _ 1,1547005. b 

%a == 0f06246934-/o^b 



2b 



5. F; 
^. a; 



h = 1/3. F« = l/F. 1/3 = 1,3160741. l/F 

%b=:0,1192803-f-i logV 
= 0,8660254. a 
s 0,9375306— 1+^a 



h =s 



|aI/3 
/c^b 



P) Das recbtwinklicbe Dreieck. 

Es sei der Flacbeninbalt eines reditY^inklicben Dreiecks 
seine Hypotbenuse 
die beiden Katbeten 
der gesanunte Umfang 
die beiden spitzen Winkel 
der Perpendikel auf die Hypotbenuse 



Gegeben 

1. a, b 

2. - a, b 

3. b, c 

4. b, h.; 

5. - a, p 

6. . b, y 

7. b, p 



|ah 



Gesucbt : 

F == |bl/(a»— b») 
-Fsslbc 

F=\-^^-^ 
*I/(b»— b») 

F = ^a»«ii2ß 

F =z |b' taagy 

F SS |b* cotß 



P 
a 
b und c 

P . 
ß und y 

b 



B 2 



— 12 — 
8. F, b; a =: -g- 

4F — p* 
10. F, p; « = -2/- 



11. b, c; . o = l/(b»+c») 

b» 



12. b, h; a 



l/(b»— h*) 



13. b, i3; o = ^-=b co^^cfJ 

14. b, y; a = ^^=b.^c>» 



15. F, a; bj= l/(ia'+F):fl/(ia»-F) 



16 F, h- * = |/(F»+Fh')+1/(F«-Fh') 



, _ 4F+p»q:V(16F'-24Fp»4-p*) 
17. F, p; ö — j— — 

. 18. a, c; , i = l /(a''— c') ^ 

19. a, h; 4 = l/aa*+iab)q:l/aa'— ^ah) 

20. a, P; b =. &sinß 

21. a, y; * = a^cosy 

2P 

22. F, a; * = T 

. 2bF 

23. F, b; A s« 1/(4 F»+b«) 

/ ,, IL -iFp 

24. F, pj A = 4FJp» 

25. a, bj Äs^KÖf^^^^ 

^ bc 

26. a, b, cj A = "T" 

' bc 

27. b, c; A as pT^pqj^ 



— 13 



28. a, ß; 


h = |a^m2ß 


29. b, ß; 


h = hcosß 


30. b, y; 


h = "bsiny 



Anmar kling. S&mntlicbe Formeln von 15-* 19 dienen begreiilidierweise gleicLermalsen sur Be* 
»timmnng der Kathete c. Ebenao kann in den Foimeln 2. 4. 9. IZ 23. 25. unmittelbar c statt b 
substituirt weiden, sobald ersteres ab gegeben angesehen wird. In den Foimeln 6. 7. 14. 20. 21. 
29. und 30. hingegen, ist diese Substitution erst zulassig, wenn suTor, statt der bezeichneten Win* 
kel, die entgegengesetzten, in die Foimel eingeführt worden sind., 

Z u 8 a t z 1* 

Wenn in einem rechtwinklichen Dreiecke^ auTsef einer Seile, noch die Summe 
oder Differenz der beiden anderen bekannt ist, so werden diese Seiten durch folgende 
Fonneln ausgedrückt: 

a) Gegeben: die Hypothenuse =: a^ und die Snmme der beiden Katheten 
3= S, so ist: 

b) Gegeben : die Hypothenuse = a> und die Differenz der beiden Katheten 
= d, so ist: 

g = K (R=ld? +l d 
' ^ = l/aa^-id»)--id 

c) (jegeben: eine Kathete = b, und die Sunmie der Hypothennse nnd der 
andern Kathete =^ S, so ist: 

*" 2S 

d^ Gegeben: eine EaOiete = b, nebst der Differenz zwucben der Hypo- 
thenuse und der anderen Kathete 3= d, so Ist: 

' b«+d» 
" = -2d- 

e) Gegeben: die Hypothennse = a, und das VerhältnUs der-belden Ka- 
theten zu euiander == mii^ so ist i. - 



-'=K*-I) 



\ 



14 



6 s •"» 



C =i 



l/(m«-f-n») 
an 

Zusatz 2. 

Wenn das rechl^nidklidie Dreiedc zugleich gleichschenklich Ist, so wird b =s c 
und ß mz y; woraus sich folgende AusdrädLe ergeben: 

Gegeben: Gesucht: 

1. a; F ^ \t? * 

2. b; F= {h* 

3. h( F =: h» 

p« 
*• P; F= ^2-i--sj/2 = Q/0428932.P« 

logF — 0,6323884 — 2+2 fog-p 

5. F; o =3 21/^ 

6. b; a = bl/2 = 1,4142136. b 

■ Jog9=: 0,1505150+ /o^b 

7. h; o r= 2h 

8- P; « = iAj\/2 = 0,4142136. p 

/og-a 4= 0,6172244— l+2o^p 

9. F; 4 = 1/2F = 1,4142136. l/F 

f hg b = 0,1505190+1 logF 

10. a; 6 =B al/| = 0,7071068. a 

%b = 0,8494850— 1+fog-a 

11. h; 6 = hl/2 = 1,4142136. h 

hgh = 0,1505150+/<ig'h 



12. p; 




~~ 2+1/2 ~ 0,2928932. p 

%b s 0,4667093— l+Aifp 


13. F; 

14. a; 


Ä = l/F 



— 15 — 

15. b; Ä SB ib|/2 == 0,7071068.b 

hgh SS 0|S494850— l+/b^b 

16- P; **'2+2FI =0|2071068.p 

logh s 0,3161944wl+^p 

17. F; ;r= (2+2 1/2).K1F= 4,8284271. 1/F 

log p =s 0,6838056+|%F 

18. af j» Ä a (1+1/2) = 2,4142136.« 

%p SS 0,382775T+%a 

19. b; p SS b(2+l/2) - = 3,4142136.b 

hg p = 0,5332907+fog;b ' 

20. h; psr2h(l+V^) = 4,8284271. h 

%p ;= 0,6838056+2o^k 



V.^ Das Trapez, 

A) Mit zwei parallelen Seiten. 

■ 

Es sei der Flächenmhalt eines Trapezes = F 

seine beiden parallelen Seiten ~ = a und b 

seine beiden nicht parallelen Seiten 3=s c und d 

der Perpen<Skel zwischen den Parallelen .= h 
die beiden Winkel des Trapezes, die auf der 

Linie a oder b liegen =: a und ß 

die beiden Dfagonallinien = f und g 

der von ihnen eingeschlossene Winkel = <p 

Gegeben: Gesudif: 

1. a,b,h; /'=i*±]^s==|h.(a+b)=h.|(a+b) 

2- a, b, c, dj F=i ^^i^,(c-j-d+b— a)(c+d4-a— b)(c+b— au-d)(d+b— a— c) 

3. a, b, c, a; Fz=z |^c^ma (a-f-b) 

4. a, b, a, p; F= (a«_b«).r^7— r-^=(a'*— b«).-- — | — 



16 



5. a, C, d,a; /^= 

6. a, c, d, h; i^= 

7. a,h,a,P; JP= 

8. f,g,9; /^= 

9. F,b,h; o = 

10. F,b, c, a; a = 



|c co^a (2a— c^o*a4-l/(d*— c* Ji/»*a)) 
|^fg^W9 

2F— bh 



h 

2F 
csina 



^b 



U. F,b,«,ß; a=]/(F.^^-b«)=l/rMM^«,*p)-b*) 



12. F, h, a,ß; a=z 

13. F, c, A,a; a = 



2(F4-h*)«'n«jiw|3 
h 

P — 



CCOSOf, 



14. F,c,a,h 

15. i>, c, d, a 

16. b, c, a, ß 

17. b, c, d, h 



18. F,a,b, a; c = 



2P 



2F 
•= — r-r • cosec a, 



19. a,b, d, a; 

20. a,b,d,h; 

21. c, a; 

22. d,ß; 

23. F,a,b; 
.24. F,a,a,P; 



{2L'\-h)$ina a+b 
c = l/[d« — (a— b)* «»*a]+(a— b)c05a 
/: = l/[d^+(a— br— 2(a-b)J/(d^-h53 

h=^ csina 
hzszAsmß 
2P 



Ä = 



a-j-b 



, _ j/[^m^a ^iVp . a^ — sin(a-\-ß) .F^-^-sinasinß. a 

sin(a-\^ß) 



25. a, bjC^d; A 



=KF^fe^r^)"] • 



Anmerkung. Die Formdln 9—17 dienen gleichermalsen, mr Bestiinmiing 3er andern {»raUeUa 



— 17 — 

Seite b, weslialb die Wunekiudnicke mit beidisn Zeichen venehen sind. Dasselbe gilt yon den 
Ausdrücken 18 — 20, durch welche ebensowohl d als c gefunden werden kann. 

B) Mit nicht parallelen Reiten. 

Es sei der Flächeninhalt eines Trapezoids s= F 

seine vj^r Seilen nach der Reihefolge =r a, b, c und d 
seine vier Winkel gleichfalls nach der Reihe- 

folge s= et, /3, y und ö 

die beiden Diagonallinien \ z^ f und g 

der von. ihnen eingeschlossene Winkel =s: 9 

Gegeben: Gesucht: 

1. ajbyCytt, P; Fs=i ■^(jkhsina^hcsinß*-^SLCsinß{a^ßy\ 

2. a, c, d,a, £; JP= |^(ad^z/iÄ-^cd«/»y— ac jmö-f-y) 

4. a,b,a,fty,^; F=i 

b^ sina sinß siny^hl^ sih^ßsinS-j^^ah sm{a^P)sinß smS^^SL^sin''^(a^ß)sin 6 

"*" 2sin((X'\^ß)smy 

5. SL^hjC^d^a^y; Fssz^ahsinoc-^^^cdsiny 

6. f,g,<p; F=|fgOTiq) 

X b,c,d,a,/3,y; a = b CY>^a-^cco^(a4-i3)4-dcÖj(a-|-/3-{-y) 

8. b,c,d,ß,y; a = l/(b«+c^+d*+2bcco^/34-2bdcoj(ß-f y)-f.2cdco^y) 

n ü 1. j 2F — cAsiny v 

9. F,b,c,d,a,y; a = r--: ^ 

4A n u o 2F— bc^wß 

10. Fyb, c, a, ß; a arr r — r-7— r-rr 

(b— c).^i/i(a-|-ß) 



4. « ^ . 1//2F. «»(«-}. 6) + C*.Jmß«»7\ 

12. F,b,a,p,y,«; a=J/ ( ^ ' s)JlaJ^ß)sin<f ^Hl^dt. 



13. F,g,«p; /« 

14. a,b,a; / = l/(a*:f-b«— 2«b a>*a) 

1. 



2P 



— 18 — 

AB8i«rkiittg. Dje Bemcbnmg der Smtm tmd Winkel ist ao aagenaDBieB, dftfii 

der Winkel a •ingeaohloncn wixd Ton a und b 

— — p — — — — b und c 

— — 6 — — .«..a und kl 

Zusatz« 

Wenn die Winkel einer vierseitigen Figur dnrdi besondere Bedingungen näher 
bestimmt sind, so kann der Flächeninhalt durch einfachere Ausdrücke dargestellt wer- 
den. Von dieser Art sind folgende Formeln. 

a) Wenn in einem Vierecke die gegenüberliegenden Winkel zusammen 180^ 
betragen, welches bei jeder in einem Kreise beschriebenen vierseitigen Figur 
Statt findet, so ist: 

F = ^V[(a+b+c— d)(a+b+d--c)(a+c-f d-.b)(b+c+d— a)l 

= |l/[(S— 2a)(S— 2b)(S— 2c)(S— 2d)] 

b) Wenn in einer vierseitigen Figur zweii g^enüberliegende Winkel einander 
gleich sind, so ist: 

F = ii5^-H(*+»'+«+d)(a-l-b~c-.d)(a+d~b-c)(b+d-..-c)] 

Anmerkung. Die 4 Seiten sind hier so bezetchnet, dafs die gleichen Winkel durch a und K lo 
wie durch c und d, eingeschlossen sind. 

c) Wenn in dem Vierecke ein Winkel ein Rechter ist, so wird: 
Z'» |ad+|J/(^^ 

•.(c_b+K(a«+d^)l 

Anmeldung. Die Seiten a imd d w^erden als diejenigen angenommen, die den rechten Winkel 
einschließen. 

VI. Das reguläre Polygon. 

A) Reguläre Polygone überhaupt 

Es sei der Flächeninhalt eines regulären Polygons von n Seiten szz F 

die S^te desselben = a 

der Radius des umschriebenen Kreises =: r 

das Apothema s= p 

der Miltelpunkiswinkel = a 

der Polygonwinkel == <p 

der Winkel des Radius mit 4er Seile (halbe Polygonwinkel) =s ß 
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Gegeben : Gesudit : 

360<» 



1. 



4. 


«p; 


5. 


ß-. 


6. 


a; 


7. 


a; 



11. 


•> «> 


12. 


•, ß-, 


13. 


T, a; 


14. 


t, ß; 


15. 


p. «; 


16. 


p. P; 


17. 


a, r; 


18. 


»» p; 


19. 


'. p; 



n 



2. ^=:180>--2) 



n 



3. ß«?2>=^ 

n 

OS =s 180^—9 



9 s 180<»--a 
ß = 90»— |a 

8. a; » == 



9. 9; ^ 



360* 



" 180»— 9 
10. P; « s= 



90»— p 
F=s 4a*<<»ifP.ii 

Fss |i>«m2p.n 

/•= f*taag\a.n 
F SS f^cotß.n 

iPa=|al/(t'— i«*)n 
J'=s|a p.n 

F=pl/(r«^p«).n 



20. F,«; « = 2}/^:^^) 

21. F.,; «=2K(^) 



22. 


r, a; 


a = 2r«»»|a 


23. 


r. P; 


a BS 2tcotp 


24. 


p. «; 


a =s 2p l^on^l« 


25. 


p> P; 


a SS 2poo^p 



C2 
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26. P,,, a = |/[^'-=Fl/(*''-T=)] 

2F 

27. F, p: a = ü. 

*^' p.n 

28. r, p; as= 2l/^"^^ 

I 

29. F, a; r = l/-^^ = ]/—coseca 

30. F, ß; r = l/-.-!^ = L/??«,jec2p 

t 

33. p, ot; r = — S,— = p^^c<a 

34. p, ß; r = -^E-- = pcosecß 

35. F,a; , = kSÜpllS 

2 an 



j. _ V"(p*n'+F') 
37. a, p; r = l/(^a»+p») 



36. F, p; 



38. F,., p = y(i^) 

40. a, a; ;9 =±5 |aco^|a 

41. a, ß; p =x ^AttiTigß 

42. r^ a; Z' = rco^^^a 

43. r, |3; p = r^nß 

44. F, a; p m 



9L*n 
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45. F, r; 



vwF(fm 



46. a, r; p = l/(r«— ^a') 

Anmerkung. Da du Apotlicnia p sogleich den Radius eines in dem Polygon beschriebenen Kreises 
ausdrucken kann, so sind alle dieses p enthaltende Formeln zugleich auf den eingeschriebenen 
iUdiu* anwendbar. 

B) Verdoppelung der Polygone. 

Es sei der Flächeninhalt eines regulären Polygons von 2 il Seiten ss Ff 
dessen Seite = a; 

dessen Apolhema s= p/ 

der zugehörige Mittelpunktswinkel := oc/ 

der Polygonwinkel = q>/ 

der Winkel des Radius mit der Seite (halbe Pölygonwinkel) s= ßf 

Alle auf das Polygon von n Seiten sich beziehenden Buchstaben behalten ihre 
Bedeutung wie vorher. 

a) Die Theile des Polygons von 2n Seiten werden aus denen des Polygons 
von n Seiten gesucht. 

Gegeben: Gesucht: 



1. 


«; 


o, s= |a 


2. 


«p; 


a, == 90»— |q> 


3. 


Pj 


a, = 90"»— ß 


4. 


«; 


<p, es 180»— |a 


5. 


<p; 


9, s= 90"+|9 


6. 


ß; 


<p, = 90f>-\-ß 


7. 


«; 


ß, = 90»— 1«. 


8. 


9; 


ft = 45»+> 


9. 


ß; 


ft = 45«+|i3 



10. a, t; F; = iar.2n 

11. a, p; Fra=|a| /(ia».fp »).2n 

12. r, p; F, = irVit*— p').2ii 
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13. F, a; F, s= iV(a*n»+16P) 

14. F, r; F, =s |rl/(2r«n*:f:n|/(4r*n»— 16F*)j 



17. a, p; fl, = Kaa»H-2p*— 2p K(ia»4-p*)) 

18. r, p ; «/ = V'2r(r— "^ 

19. a, r; p, sr KO^+FP^^^ 

„ al/(*a«4-p») 

20. a, p4 pt = '^ ^* ^'^^ 

2 l/(ia«4-2p*~2pl/(^i^')) 

21. r, p; p, = l/ar(r+p)) 

b) Die Tbeile des Polygons von n Seiten 'werden ans denen des Polygons 
von 2n Seiten gesucht. 

Gegeben: Gesucht i 

1. »i'f a ^ 2ocf 

8. <p,; a as 360»— 2<p; 

3. ß,-y a = 360»— 4ß/ 

4. 0^; ()> es 180»— 2«, 

5. qVr <P = 2«P/— 180» 

6. ßr, 9 = 4p,— 180* 

7. o,; PS..90»— «1 

8. 9»; pas«w— 90» 
.ft ft; p-s2ft— 90» 

10. a„r; F ^ *'(^-^*'*) V^=^^ 



11. a,.p,; F=:.,p,.(Efei^), 



12. r.p,; F « *Esfi£i=^liäl=IÖ. 



' .^ 



I , ! 



• «T — . . l i • i 



a 



18. r, p;; a = *£i|/(r«— p,») 



19. a„ r; p = S-i 



r 



t«.2 



Ol 2pi*— r* 2p 
21. r, p,; p = -n = _J: 



1 



c) Aus den Flächenräumen der Polygone von 2n und n Seilen werden die 
' Tiieiie dieser Polygone gesuclit 

Gegeben: Gesucht: 

1. F„F; r:=,Y:^^^JZIf^^=V^-^Y^:^ 

2. F„F; a^^y^l:^ 



4. F„F; p = }/„,(4if^,„i_p,) = P]/ „.(4F,.„._F') 

„ - 1 /fV+FFf' _ 1/F,1 /F,+P 



5. F„F; 
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C) Reguläre Polygone im Kreise Ton einer bestimmten Seitenzahl. 

Alle Buchstaben behalten die ihnen in VI. A. beigelegten Bedeutungen. 

a) Das reguläre Dreieck (gleichseitige Dreieck). 

Gegeben : Gesucht : 

1. a = 120<> 

'2. 9 = 60« 

3. r; a = rl/3 = 1,7320508. r 

log a =s 0,2385606 +%r 

4. p; a = 2pl/3 = 3,4641016. p 

logA = 0,5395906 4- /<>;p 

5. F; a = j/p^ = 1,5196714. ]/F 

%a = 0,1817497+1 /o^F 

6. a; rss»\/\ = 0,5773503. a 

logT z=z 0,7614394 — 1 +log a 

7. p; r := 2p 

8. F; r = |]/f1/3 = 0,8773827. l/P 

log r = 0,9431890—1 +| hgV 

9. a; /» = |al/3 = 0,2886751. a 

log p = 0,4604093 — 1 +*%a 

10. r; /» = l^r 

11. F; /9 = |l/Fl73 = 0,4386913. 1/F 

% p = 0,64215.91 ~ 1 4-1 /og^P 

12. a; /*=! 8*1/3 =: 0,4330127. a» 

logF =1 0,6365006— 1+2% a 

13. r; /'=|r«l/3 = 1,2990381. r* 

logF SS 0,1136219+2 fo^r 

14. p; jP=3p*K3 = 5,1961524. p« 

logF — 0,7156819+2 %p ' 

Die Formeln 4. 5. 9. 11. 12. 14. sind mit denen in IV. C. gegebenen, begrdf- 
licfaerwelse übereinstimmend. 
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b) Das reguläre Viereck (Quadrat). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 90» 

2. <p =s 90» . 

3. r; a = rl/2 = l,4142136.r 

fog-a = 0,15051504-%r 

4. p; ö =s 2p 

5. F; a = l/F 

6. a; r = |al/2 = 0,7071068. a 

logT = 0,8494850— l+/ogra 

7. p; r = p)/2 =5 1,4142136. p 

/og-r = 0, 1505150 -ffo^-p 

8. F; r = ]/|F = 0,7071068. l/P 

logt = 0,8494850— 1+^fog-F 

9. a; _ p =s ^a 

10. r; p =: |rl/2 = 0,7071068. r 

, %p = 0,8494850— l+Zog-r 

11. F; p = ll/F 

12. a; F = a* 

13. r; ' F 5= 2r» 

14. p; F=4p« 

Auch hier sind die Formeln 5. und 12. mit den in I. gegebenen überein. 
stimmend. 

c) Das reguläre Fünfedc (Pentagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 72» 

2. • 9 = 108» . 

3. r; a = t]/[^=^) = l,1755706.r 

Äjg-a =«,0702487 +%r 

4. p; oa 2p 1/(5— 21/5) = 1,453085?. p 

hga=s 0,1622910+%P 



I. 



D 
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5. F; a = l/|F 1/(5— 21/5) = 0,7623870 . |/F 

Zog: a = 0,8821755— 1+1 %F 



6. aj r 3s a|/^(?^21^ == 0,8506508. a 



logv s= 0,9297513— l-f-fog-a 

7. p; r=|>(l/5— 1) = 1,2360680. p 

%r = 0,0920423 +fo^p 

8. F; r = |/ (|f|/?^I) = 0,6485251. l/F 

, fog:r = 0,8119268— 1+ifoffP 

b. a; /? = |al/(lH-rK5) « 0,6881909. a 

%p = 0,8377090— 1+fo^B 

10. rj /» =* 4r(l-|-l/5) s= 0,8090170. r 

fog-p = 0,9079577— l+/o^r 

11. Fj A» ==-K g-VU+IKö) s= 0,5246679. l/F 

fogrp = 0,7198845— l-f-|fo^F 

12. a; /'= |a» 1/(1+11/5) = 1,7204775. a« 

/o«rP = 0,2356489+2 /o^a ;» 

13. r; F = |r«)/(^-i±^) =s 2,3776412. r« 

Zog- F = 0,3761463+2 %r 

14i pj /*= 5p* 1/(5— 21/5) = 3,6327125. p« 

% F = 0,5602310+2 log p 

d) Das reguläre Sechseck (Hexag<vi). 

Gegeben : Gesucht : 

1. ' a 3= 60^ * 

2. 9 =: 120^ 

3. r; a aa-r 

4. p; ass lpl/3 = 1,1547005. p 

/ogra s= 0,0624693 +/o^p 
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ö. F; a =r |]/2F|/3 = 0,6204032 . J/F' 

%a = 0,7926740— l+i%F 

6. a; r = a 

7. p; r = |pl/3 . = 1,1547005. p 

logr = 0,06246934-^5'? 

8. F; r =s I1/2FF3 = 0,6204032. 1/F 

/og-r t= 0,7926740— 1+1 fo^F 

9. »; p = 4aK3 == 0,8660254. a 

%p = 0,9376306— l+/flg-a 

10. r; ;» = ^rl/3 = 0,8660254. r 

logf = 0,9375306— l+fogT 

11. F; p =z YWV^ = 0,5372849.1/F 

foyp = 0,7302046— 1+1 /flg-P 

12. a; - F=r|a*]/3 = 2,5980762. aV 

%P = 0,4146519+2 fo^a 

13. r; F=|r*I/3 = 2,5980762. r* 

logF = 0,4146519+2 %r 

14. p; F=2p*l/3 = 3,4641016. p» 

logF = 0,5395907+2 %p 

e) Das reguläre Siebeneck (Heptagon). 



. Gegeben: 


Gesucht : 


1. 


aoK 51'»25'42|« 


2. 


qf =5 128« 34' 17|« 


3. r; 


a = 0,8677674. r 




loga = 0,9384033— 1+fo^r 


4. p; 


a SS 0,9631492. p 


- 


A)g-a $= 0,9836936— !+/(>{■ p 


5. F; 


a = 0,5245814. l/F 




fogra = 0,7198128— 1+1 fo^F 



6. a; r == 1,1523825. a. 

hgr= 0,0615967+fojra 



D2 
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1 



7. p; 
8; F; 



9. «; 



10. r; 

11. F; 



12. a; 
1.3. r; 
14. pj 



Gegeben: 
,1. 

3. rj ' 

4. p; 

5. Fj 

6. a; 

I 

7. pj 

8. P; 



rs l|1099163.p 
logt = 0|04ö29024- %p 

r = 0,6045183. l/F 
logt = 0,7814095— l+l/ögF 

p = 1,0382608.8 
log f SS 0,0163064 -1-A>^a 
p «= 0,9009688. r 
'Tög-p = 0,9547096— l-l-AagT 

p = 0,5446521. l/F 
%p := 0^7361192— 1+1 %F 

F = 3,6339127. a* 

logF = 0,5603745+2 Zogra 

F= 2,7364103. r« 
logF = 0,4371812+2 fog-F 

F= 3,3710222 .p* 
logF =s 0,5277616+2 /offp 

f) Das reguläre Achteck (OktogonX 

Gesufchf: 

a — 45» 
tp s= 135« 



a = rK(2— 1/2) = 0,7653668. r 

log» = 0,8838696— l+/ogT 

« = 2pa/2— I) = 0,8284271. p 

logA = 0,9182543— l+/og-p 

o s= l/^FO/^-^) = 0,4550899. l/F 

%a = 0,6580971— 1+1 %F 

r = a l/(l+i i/2) = 1,3065629 . a 

/og-r = 0rll61303+/oj-a 

r = 2p ^(1-11/2) = 1,0823922. p 

%r = 0,0343846 +%P 

r = YWV^ = 0>5946036.l/F 

i0^ r = 0,7742275—1+1 /ogrF 
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9. aj j9 = |*(l+]/2) « 1,2071068. a 

log f SS 0|08174564-%a 

la r; pss |rl/(2+K2) = 0,9238795.? 

fo^p =5 0,9656153— l+%r 

11. F; /» « V^F (1/2+1) = 0,5493420. l/F 

^p = 0,7398428— l+|7o^F 

il 12. «; F= 2a» (1+1/2) = 4,828427 l.a« 

%F = 0,6838056+2 %a 

13. r; F=2t»J/2 = 2,828427 l.r» 

Zo^F = 0,4515450+2 %r 

14. p; F= 8p*(l/2— 1) = 3,3137085. p* 

. logV SS 0,5203143+2 hgf 

g). Das reguläre- Neuneck (Enneagon). 



Gegeben : 


Gesucht: 


1. 


o= 40*» 


2. 


9 = 140" 


3. r; 


a = 0,6840402. r 




Iog» = 0,8350816— l+%r 


4. p; 


a = 0,7279404. p 




fog-a =s 0,8620958— l+%p 


5. F; 


a — 0,4021997. l/F 




logazEz 0,6044417— l+ifoffF 



6. a; r =x 1,4619022. a 

logT s 0,1649183 +fo^a 

7. p; r = 1,0641778. p 

logt zs 0,0270141+^p 

8. F; r =: 0,5879766. KF 

fo^r = 0,7693600— 1+4 %F 

a ay p = l,a737387.a 

%p = 0,1379041 +%a 
Ift r; /» =' 0,9396926. r 

%p = 0,97298&7— l+/öur 



— So- 
li. F} ;» =3 0,5525173. l/F 

log p = 0,7423458 — 1 + 1 % F 

12: a; F= 6,1818242.8* 

%F = 0,7911167+2 fo^a ' 

13. r; F= 2,8925442. t» 

logV = 0,4612800+2 fo^t 

14. p; F» 3,2757318. p' 

log F s= 0,5153083 ^llogy 

h) Das reguläre Zehneck (Dekagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 36* 

2. 9 =i 144» • 

3. r; a = lr(l/5— 1) = 0,6180340. r 

&ya = 0,7910124— l+foyr 

4. p; aa=2p]/( ^"~^^^ ) = 0,6498394. p 

logn = 0,81280^9— l+%p 

5. F; a = |/tKC-=I^) = 0,3605106.l/F 

/6g- a = 0,5569180— 1+1 %F 

6. a.; r = |ji(i/5+l) s= 1,6180340. a 

log-t = 0,2089876 +fog-a 



= p]/{?0-2l^5X 



7. p; . r = p|/ ^ ^ " j = 1,0514622. p 

J^t = 0/0217937 +fog^p 

fo^r = 0,7659056— 1+1 %F 

9. a; p s |a 1/(5+2 1/6) ä 1,5388418. a 

fcg-p t= 0,1871940+fo^a 
10. ^ r; /» = irl/pIfäFö) = 0,9510565. t 

log^ s 0,9782063->l+&g'r 
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11. F; , p = 1/^F 1/(5+2 J/5) t= 0,5547688. l/F 

% p = 0,7441120— 1 +f %P 

12. a; > F:=s |a* 1/(5+2 1/5) = 7,6942087. a» 

foy F a= 0,8861639+2 fo^a 

13. r; Fs=. |r»]/(10— 21/5) = 2,9389265. r» 

%F = 0,4681887+2 to^r 

14. p; F= ■2p» 1/5 (5— 2 J/5) = 3,2491970. p» 

fog-F 3= 0,5117760+2 /og-p 

« 

i) Das reguläre Eüfeck (Ei^dekagon). 

Gegeben: . Gesncbt: 

1. a = 32» 43' 38^' 

2. «p = 147» 16' 21-jV' 

3. r; ö = 0,5634652. r 

hgA = 0,7508671— l+/oyr 

4. p; a = 0,5872530. p 

%a s= 0,6788252— l+/o^p 

5. F; a ^ 0,3267618. l/P 

%a = 0,5142313— 1+1 fo^F 

6. a; r = 1,7747331. a- 

fcgr = 0,2491330+%a 

7. p; r = 1^)422171 .p 

logt SS 0,0i79582+%p 

8. F; r = 0,5799149. l/F 

Zog- r =? 0,7633643 — 1 +1 &g-F 

9. a; . p SS 1,7028439. a 

logp s= 0,2311748+/og'a 

10. r; p '= 0,9594930. r 

/ogrp s= 0,9820419— l+/b^r ' / 

11. F; ;» = 0,5564244 . l/F 

% p = 0,7454061 — 1 + i /o^F 

12. a; Fs= 9,3656415.8* 

/«g-F «E 0,9715374+2%» 



— 32 — 

13. r; F— 2,9735244. r* 

fo^F = 0,4732714-H2/oyt 

14. p; F=: 3,2298915. p» 

fo^F = 0,5091880+2 fo«T 

k) Das reguläre Zwölfeck (Dodekagon). 

Gegeben: Gesucht: 

1. a = 30» 

2. q) = 150» 

3. r; « = ir(I/6— 1/2) = 0,5176381. r 

%a = 0,7140261— 1+fo^r 

•\. p; a = 2p (2— 1/3) = 0,5358984. p 

%a = 0,7200825— l+%p . 

5. Ff a = Kl F (2 —1/3) = 0,2988585 . J/F 

log 9. = 0,4754656— l+i%P 

6. a; r = |a(l/6+l/2) = 1,9318516. a 

log X =B 0,2859737 + hg a 

7. p; r = |p(|/6— 1/2) = 0,5176381. p 

fo^r= 0,7140261 — l+fog-p 

8. P; r — l/^P . = 0,5773503. KP 

%r= 0,7614394— l+i/ogrP 

9. a; p = 4^a (2+1/3) = 1,8660254. a 

fog-p = 0,2709175+/og-a 

10. r; p = |r(I/6+I/2) =« l,9318516.r 

%p = 0,2859737 +/og'.r 

11. F; ;» = 1/^F (2+1/3) = 1,1153551. KP 

fogp = 0,0474132+1 /o^P 

12. a; J'=:3a»(2+l/3) = 11,1961524. a* 

/o^F = .1,0490688+2 /Off a 

13. r; F = 3r* 

14. p; F=3p»(2— K3) = 0,8038476. p' 

loffPss 0,9051737— 1+2 /og-p 



/ 

« 
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1) Die regulären Polygone bis zum Vienmdzwanug Eck. 







Das dreizehn Eck. 


Das vietxehn Eck. 


Gegeben: 


Gesncbt: 




1. 




aas 27''41'32tV" 


25« 42' 51|" 


2. 




9 = 152» iS» 27^' 


154M7' 8^" 


3. 


T 


a SS 0|4786312.r 


0,4450419. r ' 






fo^as 0,6800009— 1+^r 


0,6484008— l+70^r 


4. 


a; 


r=s 2,0892913. a 


2/2469806. a 






%r = 0,3199989+%a 


0,3515993+foj-a 


5. 


■; 


p = 2,0285803. a 


2,1906441. a 






%p ms 0^071921 +%a 


-0,3405718+/o^a 


6. 


»; 


F = 13,1857719. a» 

1 


15,3345064. a> 






logF =s 1,1201055+2 %a 


1,1856699+2 /bfa 




■ 


Das fun£Mfan Eck. 


Das sechszebn Eck. 


1. 




a= 24« 


22« 30« 


2. 




«P= 156« 


15?» 30* 


3. 


r; 


a SB 0,4158234. r 


0,3901806. r 






log» SS 0,6189089— l+/o^r 


0,5912656— l+/oyr 


4. 


a; 


r= 2,4048672.8 


2,5629155. a 






Zog- r SB 0,3810983+/o^a 


0,4087343 +/o^a 


5. 


a; 


p sz 2,3523150. a 


2,5136698. a 






/og^p = 0,3714955 4- %a 


0,4003081 +/o;a 


6. 


a; 


F = 17,6423629 . a* 


20,1093580.8* 






logF =s 1,2465567+2 /o^a 


1,3033982+2 Zo^a 



I. 



E 
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^ 


Das siebzehn Eck. 


Das achtzehn Eck. 

/ 




Gegeben : 


1 

Gesucht : 

• 


\ 




1. 




a s= 21» 101 Zo-^'i 


20» 


« 


2. 




9 = 158» 49* 24if " 


160» 




3. 


> 


a = 0,3674990. r 
hgA z= 0,5652561— i+fogr 


0,3472964. r 
0,5407003— l+/flgT 




4. 


«; 


r SS 2,7210969. a 
/flg-r s= 0Ht3474404-/o^a 


2,8793853. a 
0,4592998+ /o^a 


■^ 


5. 


a; 


p = 2,6747652. a 
logp = 0,4272856 +%a 


2,8356409. a 
0,4526512+/o^a 




6. 


a; 


^5'= 22,7355038.«» 


25,5207681 . a« 




« 


^ 


logF =s 1,3567046+2! %a 


1)4068937+2 %a 




m 




ft 

Das neunzehn Eck. 


Das zwanzig Eck* 

« 
• 


- 


1. 




a = 18» 56' 50if " 


18» 




2. 


- 


9 = 161« 3' 9jV" 


162» 


* 


3. 


r; 


o = 0,3291892. r 
loga — 0,5174455— l-f-/ögT 


0,3 128690. r 
0,4953625— l+%r 


1 


4. 


a; 


r = 3,0377692. a 
logt = 0,4825548 +fo^a 


3,1962266.8 
0,^046375 +/o^a 


1 
1 


5. 


a; 


p s= 2,9963380. a 
'%p == 0,4765908 +fo^a 


3,1568758. a 
0,4992575+/o5-a 




6. 


a; 


F= 28,4652110. a» 
fo^F s= 1,4543143+2 /o^a 


31,5687575.8* 
1,4992574+2/05-8 
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Das einundzwanzig Eck. 



Das zvreiundzwanzig Eck. 



Gl* eben: 



1. 
2. 



Gesucht r 



3. 



4. 



5. 



6. 





a s= 17« 8'34f'' 


16''21'49Jr" 




q) = 162° 51' 25f " ' 


163« 38' lOfa" 


'; 


a = 0,2980846. r 


, 0,2846296. r 




/oya = 0,4743394— i+%r 


0,4542801 — l+%t 


»; 


r = 3,3547557. a 


3,5133383. a 




logt ^ 0,5256609 +&>jra 


0,54571994-/o^a 


a; 


p = 3,3172859.» 


3,4775776 . a 




fog-p = 0,5207828-|-%a 


0,5412768+/o5-a 


a; 


F^ 34,8315014. a» 


38,253353 l.a» 




^ /o^F= 1,5419722+2 /oya 


1,5826695+2 /p»a 



Das dreiundzwanzlg Eck. 



Das vienindzwantig Eck. 



1. 




a = 15» 39' l\^i 


15» 


2. 




<P SS 164« 20' 52^" 


165» 


3., 


r; 


a s= 0,2723333. r 


* 0,2610524. r 






log a s= 0^4351007 — 1 + /og- 1 


0,4167276— l+%r 


4. 


a; 


r = 3,6719752. a 


,3,8306488. a 






logt = 0,5648997+% a 


0,5832723+Ä)ya 


5. 


a; 


p =: 3,6377743. a 


3,7978771 . a 






"%p = 0,5608357 +%a 


0,5795409+%a 


6. 


a; 


F =. 41,8344045. a» 


45,5745246. a« 






/qg-F = 1,6215336+2 /og-a - 


1,6587221 +27o^a 



E 2 
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VII. Der Kreis. 

A)' Cyclometrisdie Hfilfszahlen. 

a) Annahemde Weiihe (iir die Verhalinisse des Durcfamessers lur Peripherie, aiar 

Flache des Kreises vnd zum koiperiichen Inhalt der Kngel. 

1) Das Verhältnlfs des Durdimessers zur Peripherie =: 
1 :« 
SS 1 zu 3,141592633589 793238462643 383279502884 197169399375 
105820974944 59230781640Q 286208998628 034825342117 
067982148086 513282306647 093844609550 58226136 .... 
oder logarilhmiscb, wie: 

zu 0,497149872694133854351268.... 

4 

Dieses Verhallniis wird annähernd ausgedrückt durch: 

I * ^ 

7 ' 
TH^ '^ 3/14150.... 

^ = 3,1415929.... 
113 

*^^^ = 3,1415926531.... 



33102 
104348 
33215 

208341 
66317 

312689 
99532 

833719 

265381 



=s 3,1415926539.... 
SS 3,1415926535... V 
= 3,1415926536.... 
= 3,141592653581.... 
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2) Das Veirluiltntfii des Quadrats des Durchmessen sur Kreisflache 
1 XU 0,78&398163397.... 
oder logarithmisch, wie: ^ 

10 zu 9,8950898814.. .. 

Dieses Verhaltnils wird amiahenid ausgedrückt durch: 

1 = 0,75 

1 = 0,8 

1 = 0,7777-... 

II 

■r-r =5 0,7857... • 

14 

57q = 0,78538. ..? 

?§ =»0,7853982.... 
452 



3) Das Verhältnils des Durchmessers zur Seite eines Quadrats, dessen Fläche 
der Kreisflache gleich wäre =: 
1 zu 0,886226925453.... 
o4er logarilhmisch, wie: 

- 10 zu 9,9475448.... 

Dieses Verhaltnils wird annähernd ausgedrückt durch: 

7 

31 

Tjy S3S U,oOO .... 

39 
. jj =s 0,8863.... 

T^ = 0,8861.... 
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4) Das Verhältnis des Cubus des Dorchmesseis zum körperlichen Inhalte der 
Kugel = 

1 zu 0,523198775598.... 
oder logarilhmisch, wie: 

10 zu 9,7189986223.... 

Dieses Verhältnifs wird ann&hemd ausgedrückt durch: 

1 = 0,5 

ii = 0,5238...." 

21 

-— = 0,5235.... 
ig = 0,5236.... 

TT?" ^^ U,5J*wö .... 

, 445 

Anmerkung, lieber die unendlichen Reihen, durch welche das Verhältnifs des Duichmessers cum 
I Umkreise ausgedrückt Tvird, siehe den^ betreffenden Artikel in der trigonometrischen Abtlieilung 
dieses Werkes. 



b) MuUipla und Quolienten von ir. 

aa) Werlhe von nit 

2«== 6,283185307180 6« = 18,849555921539 

3«== 9,424777960769 7« = 21,991148575129 

4 « = 12,566370614359 8 « = 25,132741228718 

bK SS 15,707963267949 9n=s 28,274333882308 
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bb) Werthe von - 
t = 1,570796326795 

j = 1,947197551197 

r == 0,785398163397 

•4 

^ = 0,628318530718 
5 

^ =s 0,523598775599 
o 

Y » 0,448798950513 

I = 0,392699081699 

^ = 0,349065850399 



cc) Werthe von — 

- 3= 0,318309886184 

- as 0,636619772368 . 
^ = 0,954029658551 
i = 1,273239544735 
^ = 1,591549430919 

- = 1,909859317103 

- = 2,228169203287 

- = 2,546479089470 

st 



dd) Multipla von j 
^.1 := 0,785398163397 

^,2 s= 1,570796326795 

J.3 = 2,356194490192 

J.4 = 3,1415926&i590 

T.5 = 3,926990816987 

r.6 = 4,712388980385 

^.7 = 5,497787143782 

r.8 = 6,283185307179 

4 

T.9= 7,068583470577 

4 



ee) Mulllpla von p- 



4x 



.1 = 0,079577471546 



1^ . 2 = 0,159154943092 

4« 

j|j.3 = 0,238732414638 

j^.4 ^ 0,318309886184 

i-.5 = 0,397887357730 
4x 

i-.6 = 0,477464829276 

4« 

i-.7 = 0,557042300822 

4« 

—.8 == 0,636619772367 

4x 



- =s 2,864788975654 



j^.9 = 0,716197243913 
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ff) Multipla Ton 7 



- 1 



s= 0/523598775598 



r.2 CS 1,047197551197 
o 



9t" 

- 4 
6* 

- 5 
* f. 



» 1,570796326795 
s 2,094395102393 
= 3,617993877991 
3= 3,141592653590 



1.7 = 3,665191429188 
o 

^.8 == 4,188790204786 



- 9 
6'* 



= 4,712388980385 



hh) Multitila tob 2l/^^ 



0,128379167096 
2,256758334191 
3,385137501287 
4,513516668382 
5,641895835478 
6,770275002573 
7,898654169669 
9,027033336764 
10,155412503860 



^) Mollipla von ^i* 



J-« 1 



Ti*' * 



= 0,261799387799 
= 0,523598775598 



1,047197551197 
1,308996938996 



^it . 3 = 0,785398163397 

Jr«.4 = 

^it . 6 =s 1,570796326795 
^«.7 s= 1,832595714594 

■rj«»9 s 



^094395102393 
2,356194490192 



ü) Multipla von IZ-J-« 

l/|« . 1 = 0,805995977008 

l/|«.2 = 1,611991954016, 

J/|ä . 3 = 2,417987931025 

l/|«.4 = 3,223983908033 

)/|«.5 =r 4,029979885041 

l/|*.6. 

l/i«.7 = 

1/|«.8 = 

l/|« . 9 = 7,253963793074 



4,835975862049 
5,641971839058 
6,447967816066 
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3 

kk) Multipla von j/^ 



11) ' Einzelne Angaben. 



» 

|/ (i-Vs — 6,203504908994 
|/7S.6 = 7,444205890792 



8,684906872592 



1,240700981799 



2,48U01963598 



3,722102945396 



4,962803927195 



3 

|/7JÜ.9 = 11,166308836189 



9,925607854390 



log» 
lox -1 



as 0,497149872694 . 
= 9,502850127306—10 



log natu =. 1,144729885849 



log 9^ 

3 

V* 



= 9,869604401090 

s 0,994299745388 

= 31,006276680003 

*= 1,491449618082 

= 1,772453850906 

s= 0,248574936471 

= 0,564189583548 

SS 0,560499121638 

*= 1,464591893338 * 



%l/« = 0,165716624231 



V\ = 



0,805895977008 



I. 



^ 
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c) VeTwandlang der' Winkel in Bogen, 
aa) Tafel der Bogenlängen für den Halbmesser =b 1 



1) Die Grade. 



1» 
2« 

3» 
4'» 
5» 

6» 

70 

8« 

9» 

10» 

20» 

30» 

40» 

• 50« 

60»» 

70» 

80« 

90« 

100« 

110? 

120» 

130? 

140» 

150» 

160» 

170» 

180« 

270» 

360» 



0,01745329 
0,03490659 
0,05235988 
0,06981317 
0,08726646 
0,10471976 
0,12217305 
0,13962634 
0,15707963 
0,17453293 
0,34906585 
0,52359878 
0,69813170 
0,87266463 
1/04719755 
1,22173048 
1,39626340 
1,57079633 
1,74532925 
1,91986218 
2,09439510 
2,26892803 
2,44346095 
2,61799388 
2,79252680 
2,%705973 
3,14159265 
4,71238898 
6,28318531 



2) Die Minuten. 

1' = 0,00029089 

2' = 0^)0058178 

3' = 0,00087266 

4< = 0,00116355 

5^ = 0,00145444 

6' = 0,00174533 

7' = 0,00203622 

8« ES 0,00232711 

9^ SS 0^)0261799 

10* = 0,00290888 

20* = 0,00581776 

30' = 0,00872665 

40» =B 0,01163553 

50' = 0,01454441 

3) Die Secunden. 

1" = 0,00000485 

2« = 0,00000970 

3" = 0,00001454 

4" = 0,00001939 

5» = 0,00002424 

6" = 0,00002909 

7" = 0,00003394 

8" = 0,00003879 

9" = 0,00004363 

10" = 0,00004848 

20" =: 0,0000%96 

30" = 0,00014544 

40" = 0,00019393 

50" = 0,00024241 
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Anmerkung. Ansfohcliche Tafidn für di« LCageii der Kiatbogen giebt Lambert SUppl. tob. log. 
et trig. Tab. XXIII. auf 27 Dedmal-SteHea für |cden eiacebu^ Gnd. Deigleiclien Cagnoli 
Trigon. rect. et tph. TtA. Ad. 



bb) Einzelne Hülfszahlen. 



1. arc = rad = 57<» 17' 44« 48'« ^^ 29^ 21^1 



2. 



=s 57«, 2957795129 



3. 



=: 206264", 806247 



4. logV 



= 8,2418773676—10 



5. logV 



= 6,4637261172—10 



6. hg VI =4,6855748668—10 

180» 



7. log 



= 1,7581226324 = log bl", 29577951S9 



8. log^^^ =3,5362738827 



9. hg 



648000« 



= 5,314425133^ s= hg 206264«, 806247 



/y^^. 



Anmerkung. Alle auf die Functionen des Kreises sicli besiehenden Fonneln und Reiben finden 
ihre Stelle in dev analytischen Trigonometrie und sind dort nufsusucben. 



l • 



F2 
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B) Berechnung der Linien und FUchen bei dem ganxen Kreise. 

Es sei der Flächeninhalt eines Kreises. ss F , 

seine Peripherie == p 

der Durchmesser ss d 

der Halbmesser sss r 

Gegeben: Gesucht: 

1. r; Fsir'x r= 3,141592653590. r« 

fo^ F = 0,4971498726 + 2 logt 
S. d; F=id»« = 0,785398163397. d» 

%F a= 0,8950898815— 1+2 %d 

3. Pf F=:iX = 0,079577471546. p* 

JogF =s 0,9007901360— 2+2fo^p 

4. r; p =: 2rit = 6,283185307180 . r 

fo^p sa 0,7981798684+/oj7t 

5. dj ' /j = dÄ SS 3,141592653590. d 

log^M=i 0,4971498726+/b^d 

6. Ff /> =B 2 l/F« = 3,544907701812. l/P 

%p = 0,5496049322+1 %F 

7. df r == ^d 

8. p; »• = |.£ = 0,159154943092. p 

/o^r SS 0,2018201323— l+Zoj'p^ 

9. F; r CS 1/? =3 0,564189583548. l/F 

fo^ r SB 0,7514250636— 1 + J fo^P 

10. sf «f = 2r 

11. p; dssi. — 0^18309886184. p 

hgi = 0,5028501273— l+%p 

12. Ff rf SS 2]/^= 1428379167096 .VF 

hgA s 0,0524550595+1 %F 
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Zusatz. 

Zur Erleichterung der häufig vorkonunenden Kreisrechnungien dient, da wo 
keine groläere Genauigkeit erforderlich ist, folgende Tafel, welche die Flächen der 
Kreise fiir den Durchmesser von 1 — 1000 enthält 



Duicfamesser. 


Flüche. 


1 


0,78& 


2 


3,141 


3 


7,06T 


4 


12,57 


5 


19,63 


6 


28,27 


7 


38,4'» 


S 


50,26. 


9 


63,61 


10 


78,5ar 


ti 


95,02 


lar 


113,1 


13 


132,7 


14 


153,9^ 


15 


176,7 


16 


201,1 


IT 


226,9^ 


1» 


254H^ 


ig 


283,5 


29 


314,1 


21 


346,7 


22^ 


380,1 


SS 


415,5 


'24 


452,3: 


25 


490,8 


26 


530,9r, 


2T 


572,5 


28 


615,7 


29 


660,5 


dfr 


706,» 



Durchmesser. 


Flirlie, 


Durchmesser. 


Fläfhf. 


31 


754,7 


61 


2922 


32 


804,2 


62 


3019 


33 


855,2 


63 


3117 


34 


.907,8 


64 


3217 


3& 


962A( 


65 


3318 


36 


1018 


66 


3421 


37 


1075 


«7 


3525 


38 


1134 


68 


3631 , 


39 


1194 


69 


3739 


40 


1256 


7a 


3848 


41 ' 


1321 


71 


3959 


42 ^ 


1385 


n 


4071 


. 43 


145^ 


7S 


4185 


44 


152a 


u 


430a 


45 


1590 


75 


4417 


46 


1662 


76 


4536< 


. 4T 


1735 


V 


4656 


48 


180» 


78 


477» 


49 


1885 


79 


4901 


59 


1963- 


80 


5026 


5t 


2043 


81 


5153* 


52^ 


2124 


82 


528a 


53^ 


2206 


83: 


54ia 


54 


2290» 


84 


5541 


55 


237fr 


85 


5674 


" 56 


246» 


86 


5808 


5T 


2551 


87 


5944 


58r 


2642: 


88 


6082* 


59 


2734 


89r 


6221 


60t 


2827 


90* 


63611 
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Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesser. . 


Fliehe. 


Durchmesser. 


.91 


6503 


126 


12468 


161 


92 


6647 


127 


12667 


162 


93 


6792 


128 


12867 


163 


94 


6939 


129 


13069 


164 


95 


7087 


130 


13273 


165 


96 


7237 


131 


13478 


166 


97 


7389 


132 


13684 


167 


98 


7542 


133 


13892 


168 


99 


7697 


134 


14102 


169 


ioo--^. 


7853 


-135 


14313 


170 


101 


8011 


136 


14526 


171 


102 


8171 


137 


14741 


172 


103 


8332 


138 


14957 


173 


104 


8494 


139 


15174 


174 


105 


8659 


140 


15393 


175 


106 


8824 


141 


15614 


176 


107 


8992 


142 


15836 


177 


108 


9160 


143 


16060 


178 


109 


9331 


144 


16286 


179 


110 


9503 


145 


16512 


180 


111 


9676 


146 


16741 


181 


112 


9852 


147 


16971 


182 


113 


10028 


148 


-17203 


183 


114 


10207 


149 


17436 


184 


115 


10386 


150 


17671 


185 


116 


10568 


151 


17907. 


186 


117 


10751 


152 


18145 


187 


118 


10935 


153. 


18385 


188 


119 


11122 


154 


18626 


189 


120 


11309 


155 


18869 


190 


121 


11499 


156 


19113 


191 


122 


11689 


157 


19359 


192 


123 


11883 


- 158 


19606 


193 


124 


12076 


159 


19855 


194 


125 


12271 


160 


20106 


196 



Fladie. 

20358 

20611 

20867 

21124 

21382 

21642 

21903 

22167 

22431 

22698 

22965 

23235 

23506 

23778 

24052 

24328 

24605 

24884 

25164 

25446 

25730 

26015 

26302 

26590 

26880 

27171 

27464 

27759 

28055 

28353 

28652 

28952 

29255 

29559 

29864 
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Durdunesser. 


FlSdie. 


Diircfamesser. 


Flädie. 


Durcbmesser. 


Flarhft. 


196 


30171 


231 


41909 


266 


55571 


197 


30480 


232 


42273 


267 


55990 


198 • 


30790 


233 


42638 


268 


56410 


199 


31102 


234 


43005 


269 


56832 


200 


31415 


235 


43373 


270 


57255 


201 


31730 


236 


43743 


271 


57680 


202 


32047 


237 


44115 


272 


58106 


203 


32365 


238 


44488 


273 


58534 


204 


32685 


239 


44862 


274 


58964 


205 


33006 


240 


45238 


275 - 


59395 


206 


33329 


241 . 


45616 


276 


59828 


207 


33653 


242 


45996 


277 


60262 


208 


33979 


243 


46376 


278 


60698 


209 


34306 


244 


46759 


279 


61136 


210 


34636 


245 


47143 


280 


61575 


211 


34966 


246 


47529 


- 281 


62015 


212 


35298 

s. 


247 


47916 


282 


62458 


213 


35632 


248 


48305 


283 


62901 


214 


35968 


249 


48695 


284 


63347 


215 


36305 


250 


49087 


285 


63793 


216 


36643 


251 


49480 


286 


64242 


217 


36983 


252 


49875 


287 


64692 


218 


37325 


253 


50272 


288 


65144 


219 


37668 


254' 


50670 


289 


65567 


220 


38013 


255 


51070 


290 


66051 


221 


38359 


256 


51471 


291 


66508 


222 


38707 


257 


51874 


292 


66966 


223 


39057 


. 258 


52279 


293 


67425 


224 


39408 


259 


52685 


294 


67886 


225 


39760 


260 


53092 


295 


68349 


226 


40114 


261 


53502 


296 


68813 


227 


40470 


262 


53912 


297 


69279 


228 


40828 


263 


54325 


298 


69746 


229 


. 41187 


264 


54739 


299 


70215 


230 


41547 


265 


55154 


300 


70685 



48 



Durchmesser. 


Flär:h(>. 


Durchmesser. 


Flache. 


301 


71167 


336 


88668 


302 


71631 


' 337 


89196 


303 


72106 


338 


89727 


304 


72583 


339 


90258 


305 


73061 


340 


90792 


306 


73541 


341 


91326 


,307 


74022 


342 


91863 


308 


74506 


343 


92401 


309 


74990 

t 


344 ' 


92940 


310 


75476 


345 


93482 


311 


75964 


346 


94024 


312 


76453 


347 


94569 


313 


76944 


348 


95114 


314 


77437 , 


349 


95662 


315 


77931 


350 


96211 


316 


78426 


351 - 


96761 


317 


78923 


352 


97ßl3 


318 


79422 


353 


97867 


319 


79922 


354 


98422 


320 


80424 


355 


98979 


321 


80928 


356 


99598 


322 


• 81433 


357 


100098 


323 


81939 


358 


100659 


324 


82447 


359 


101222 


325 


82957 


360 


101787 


326 


"83468 


361 


102353 


327 


83981 


362 


102921 


328 


84496 


• 363 


103491 


329 


85012 


364 


104062 


330 


85529 


365 


104634 


331 


86049 


366 


105208 


332 


86569 


367 


105784 


333 


87092 


368 


106361 


334 


87615 


369 


106940 


335 


88141 


370 


107521 



Dotdunesaet. 
371. 
372 
373 
374 
375 
376 
377 
378 
379 
380 
381 
382 
383 
384 
385 
386 
387 
388 
389 
390 
391 
392 
393 
394 
395 
396 
397 
398 
399 
400 
401 
402 
403 
404 
405' 



FUdie. 
108102 
108686 
109271 
109858 
110446 
111036 
111627 
112220 
112815 
113411 
114009 
114608 
115209 
115811 
116415 
117021 
117628 
118236 
118847 
119459 
120072 
120687 
121303 
121922 
122541 
123162 
123785 
124410 
125036 
125663 
126292 
126923 
127555 
128189 
128824 



~ 49 



OtnrduiMMer. 
406 
407, 
40& 
409 
410 
411 
412 
413 
414 
415 
416 
417 
418 
419 
420 
421 
422 • 
423 
424 
425 
426 
'.427 
428 
429 
430 
431 
432 
433 
434 
435 
436 
437 
438 
439 
440 
I. 



TB*!'* IftA 


DoNfameMer. 


129461 


441 


130100 


442 


130740 


443 


131382 


444 


132025 


445 


132670 


446 


133316 


447 


133964 


448 


134614 


449 


135265 


450 


135917 


451 


136572 


452 


137227. 


453 


137885 


454 


138544 


455 


139204 


456 


139866 


457 


140530 


458 


141195 


459 


141862 


460 


142530 


461 


143200 


462 


143872 


463 


144545 


464 


145220 


465 


145896 


466 


146574 


467 


147253 


468 


147934 


469 


148616 


470 


149301 


471 


149986 


472 


150673, 


473 


151362 


•474 ; • 


'15209a 


475 



FlSdw.' 

152745 

153438 

154133 

154830 

155528 

156228 

156929 

157632 

158337 

159043 

159750 

160459 

161170 

161883 

162597 

163312 

164029 

164748 

165468 

166190 

166913 

167638 

168365, 

169093 

169822 

170553 

171286 

172021 . 

172756. 

173494 

174233 

174974 
175716 
176460 . 

177205- 



DuTCJunesaen 

476 

477 
' 478 

*479 

480 

481 

482 

483 

484 

485 

486 

487 

488 
. 489 

490 

491 

492 

493 

494 

495 

496 
- »497 

498 

499 

500 
501 

502 
503 . 
504 
505 

507 
508 
609 
610. . 



FUkhe. 
177952 
178700 
179450 
180202 
180955 
181710 
182466 
183224 
183964 
184745 
185507 
186272 
187037 
187805 
188574 
189344 
190116 
190890 
191665 
19244$ 

193220 
194000 
194781 
195564 
196349 
197135 
197923 
198712 
199503 
800286 
201090 
201886 

202682 
203481 
204281 



N 



60 



Duidimesser. 


Flifh«. 


511 


205083 


512 


205887- 


513 


206699 


514 


207499 


515 


208307 


516 


.209116 


517 • 


209938 


518 


210741 


519 


211566 


590 


212371 


5Si 


213189 


593 


214008 


59» 


214899 


594 


915651' 


595 


216475 


596 


217300 


597 


218197 


598 


218956 


599 


219786 


530 


220618 


531 


221451 


539 


222286 


533 . 


223199 


534 


223960 


535 


224800 


536 


225641 


537 


226484 


538 


227328 


539 


228174 


540 


229099 


541 


929871 


549 


230791 


543 


931573 


544 


939497; 


546 


933289 



DuichitteM^rk 
546 
547 
, 548 
549 
550 
561 
569 
563 
554 
555 
566 
557 
558 
569 
560 
561 
569 
563 
564 
565 
566 
567 
568 
569 
570 

571 , . 
572 
673 
674 
576 
876 
577 
678 
579 
580 



Fllcb«. 


DurchmesMr. 


lUdie. 


234139 


581 


265119 


234998 


582 


266033 


235858 


583 


266948 


536719 


584 


267864 


237589 


585 


268788 


238447 


586 


269702 


239313 


. 597 


270693 


240181 


588 


271546 


241061 


589 

1 


272471 


241999 


590 


273397 


242794 


591 


274334 


243668 


592 


275253 


244544 


593 


276184 


245492 


594 


277116 


246300 


595 


278050 


247181 


596 


278985 


248063 


597 


279999 


248946 


598 


280861 


249832 


599 


281801 


250718 


600 


282743 


251607 


601 


283686 


252496 


602 


284631 


253388 


603 


2856n 


254281 


604 


286535 


255175 


605 


287475 


256072 


606 


288426 


256969 


607 


289379 


957868 


608 


290333 


258769 


609 


291289 


259672 


610 


292246 


260576 


611 


293205 


261481 


612 


294166 


262388 


613 


295128 


263297" 


614 


2960W 


964207 


615 ' 


297057 



61 



Durdimener. 


Flidie. 


616 . 


298024 


617 


298992 


618 


299962 


619 


300933 


620 


301907 


621 


302881 


632 


303857 


623 


304835 


624 


305815 


625 


306796 


626 


^07778 


637 


308762 


. 638 


309748 


639 


310735 


630 


311724 


631 


312714 


632 


313706 


633 


314700 


634 


315695 


635 


316692 


636 


317690 


637 


318690 


638 


319691 


639 


320694 


640 


321699 


641 


322705 


642 


323712 


643 


324722 


644 


325732 


645 


326745 


646 


327759 


647 


328774 


648 


329791 


64» 


330810 


650 


331831» 



DnrdioieaMr. 


Flüeiie. 


Durcbmeaser. 


Fliftlift. 


651 


332852 


686 


369605 


652 


333875 


687 


370683 


653 


334900 


688 


371763 


654 


335927 


689 


372845 


655 


336955 


690 


373928 


656 


337985 


691 


375013 


657 . 


339016 


692 


3760981 


658 \ 


340049 


693 


377186 


659 


341083 


694 


378276 


660 


342119 


695 


379366 


661 


343156 


696 


' 380459 


662 


344196 


697 


381553 


663 


345236 


6d8 


382649 


664 


346278 


'699 


383746 


665 


347322 


700 


384845 


666 


348368 


701 


385945 


667 


349415 


702 


387047 


668 


350463 


703 


388150 


669 


351513 


704 


389255 


670 


352565 


706 


390362 


671 


353618 


706 


391470 


672 


354673 


707 


-392580 


673 


355739 


708 


393691 


674 ' 


356787 


709 


394804 


675 


357847 


710 


395919 


- 676 


358906 


711 


397035 


677 


359970 


712 


398152 


678 


361034 


713 


399272 


679 


362100 


714 


400392 


680 


363168 


715 


401515 


681 


364237 


716 


402639 


682 


365307 


717 


403764 


683 


366379 


718 


404891 


684 


367453 


719 


40602D 


" 685 


368529^ 


720 


407150 



G 2 



62 — 



DuiduMsser. 

721 

722 - 

723 

724 

725 

726 

727 

728 
- 729 

730 

731 

732 

733 

734 

735 

736 

737 

738 

73» ' 

740 

741 

742 

743 

744 

745 

746 

747 

748 

749 

760 

751 

752 

753 ' 

754 

755 



FlSclie. 


Dorclimesser. 


Flidie. 


Darchmesser. 


Flidie. 


408282 


756 


448883 


791 


491408 


409415 


757 


450071 


792 


492651 


410550 . 


758 


451261 


793 ' 


493896 


411686 


759 


452452 


794 


495143 


412824 


760 


453645 


795 


496391 


413964 


.761 


454840 


796 


497640 


415105 


762 


456036 


♦ 797 


498891 


416248 


763 


457234 


798- 


500144 


417392 


764 


458433 


799 


501398 


418538 


765 


459634 


800 


502654 


419686 


766 


460837 


801 


503912 


420835 


767 


462041 


802 


505171 


421985 


768 


463246 


803 


506431 


423137 


769 


464453 


804 


507693 


424491 


770- 


465662 


805 


508957 


425447 


771 


466872 


806 


510222 


426603 


772 


468084 


807 


511489 


427762 


773 


469298 


808 


512758 


428922 


774 


470513 


809 


514028 


430084 


775 


471729 


810 


515299 


431247 


776 


472947 


811 


516572 


432411 


777 


474167 


812 


517847 


433578 . 


778 


475388 


813 


519123 


434746 


779 


476611 


814 


520401 


435915 


780 


477836 


815 


522681 


437066 


781 


479062 


816 


522962 


438259 


782 


480289 


817 


524244 


439433 


783 


481518 


818 


525528 


440609 


784 


482749 


819 


526814 


441786 


785 


483981 


820 


528101 


442965 


786 


485215 


821 


529390 


444145 


787 


486451 


822 


530680 


445327' 


788 


487688 


823 


531972 


446511 


789 


487926 


824 


533266 


447696 


790 - 


490166 


826 


534561 



L 



— 63 



Dmchmeascr. 
826 
827 
828 
829 
830 
831 
832 
833 
834 
835 
836 
837 
838 
839 
840 
841 
842 
843 
844 
845 
846 
847 
848 
849 
850 
851 
852 
853 
854 
855 
856 
857 
858- 
859 
860 



Flidie. 


Duidunesser. 


Fladie. 


535858 


861 


582232 


537156 


, 862 


583585 


538456 


863 


584940 


539757 


864 


586296 


541060 


865 


587654 


542365 


866 


589014 


543671 


867 


590375 


544979 


868 


591737 


546288 


869 


593102 


547599 


870 


594467 


548911 


871 


595835 


550225 


872 


597204 


5$1541 


873 


598574 


552858 


874 


599946 


554176 


875 


601320 


555497 


876 


,602695 


556819 


877 


604072 


558142 


878 


605450 


559467 


879 


606830 


560793 


880 


608212 


562122 


881 


609595 


563451 


882 , 


610980 


564782 


883 


612366 


566115 


884 


613754 


567450 


885 


615143 


568786 


886 


616534 


570123 


887 


617926 


571462 


888 


619321 


572803 


889 


620716 


574145 


890 

4 


622113 


575489 


«91 


623512 


576834 


892 


624913 


578181 


893 


626314 


579530 


894 


627718 


580880 


895 


629123 



■Dnrcbmesser. 
896 
897 
898 
899 
900 
901 
902 
903 
904 
905 
906 
907 
908 
909 
910 
911 
912 
913 
914 

915 
916 
917 
918 
919 
920 
921 
922 
923 
924 
925 
926 
927 
928 
929 
320 



FiSdie. 
630530 
631938 
633348 
634759 
636172 
637587 
639003 
640420 
641839 
643260 
644683 
646107 
647532 
648959 
650388 
651818 
653250 
654683 
656118 
657554 
658993 
660432 
661873 
663316 
664761 
666206 
667654 
669103 
670554 
672006 
673460 
674915 
676372 
677830 
679290 



^ '64 



Durchmesser. 


Fläche. 


Durchmesse/. 


FUche. 


Durchmesser. 


931 


680752 


955 


716302 


979 


932 


682215 


956 


717803 


980 


933 


683680 


957 


719306 


981 


• 934 


685146 


958 


720810 


982 


935 


686614 


959 


722315 


983 


936 


688084 


960 


723822 


984 


937 


689555 


961 


725311 


985 


93B 


6910^7 


962 


726842 


986 


939 


692502 


963 


728353 


987 


940 . 


693977 


964 


729867 


988 


941 


695455 


965 


- 731383 


d89 


94» 


696934 


966 


732899 


990 


943 


698414 


967 


734417 


991 


944 


699896 


' 968 


735936 


993 


945 


701380 


969 


737458 


993 


946 


702865 


970 


738981 


994 


947 


704352 


971 


740505 


995 . 


948 


705840 


972 


742031 


996 


94a 


707330 


973 


743559 


997 


9SQ 


7088^1 


974 


745088 


998 


951 


710314 


975 


746619 


999 


952 


711809 


976 


748151 


1000 


953 


713305 


977 ' 


749685 


* 


954 


71480a 


978 


751220 





Fläche. 
752757 
754296 
755836 
757378 
758921 
760466 
762013 
763560 
765110 
766661 

768214 
769768 
771324 

772882 

774441 
776001 
777563 
77S127 
780692 
782259 
783828 
785398 



C) Berechnung der I^inien und Flächen bei einzelnen Theilen 

des Kreises. 



Es sei der Radiiis des Kreises 

ein Winkel am Mittelpunkte in Graden ausgedrückt 

die zu diesem Winkel gehörige Sehne 

deren perpendiculärer Abstand vom Mittelpunkte 

der -korrespondirende Kreisbogen 

der Pfefl ^es Abschnitt 



= <p 

=^m 
= b 
= f 
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Gegeben: 
1. r, 9; 



2. •» 9; A = 

3* ni) <py h zsz 



4. f, 9; 

5. r, a; 

6. r, m; 

7. r, f; 



8. a, m; 



die Flache des Kreisausscfanittes (Sectors) = T 

die Fläche des Kreisabschnittes (Segments) = S 

es werde femer der Winkel von 206264 Sectmden, bei 
welchem der Bogen dem Badius gleich ist, ausge- 
drückt durch 3= /K 

r 

Gesucht: 



T8ö5-'-7 



180*aw|9 



cpa 
• a = X — T— 



2/im|9 



• m 



9m 



h = 



fiCOif f 9 



, irr . a 2r . a 

, «r m 2r m 

b = KTc:* orccos— = — . arccos—- 

90® r XA t 






r— f 2r 

—7— = — .arccos — ^ 
f /u t 



r— f 



m 



9. a, f ; i =s 

10. T, r; 6 = 



2V(i*»+m*) m 

sa - r 't — ! -.arccos , .,. • , , — ;r 

_, « a«+4f« ._ 4af _ »'+4P 



4af 



^ • TS!" •"**"* iqpiP ~ T|uf 
2T 



.arcsut 



i»+4P 



14 K _ 180».b _/ub 

11. r, b; «p = ■ SS — - 



«.T 

12. t, «; 9 sss 2 «rc *»i 5- 

13. t, m; 9 BS 2 arc «»* — 

r— f 

14. r, f ; 9 SS 2 eirc cos — ir— 
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15. r, m; a = 

16. r, f ; a = 

17. 9, b; a = 



IS- 
IS. 
20. 



9> f ; 



a 
a 
a 



21. <p, T; a =s 



2l/(2rf— P) 

360^.^m|9.b 2jii.b^/iij(p 

2r5}/»|'9 



sm 



yM 



22. q», S; « sss *H»|<p.l/ ( .Q^ . — > SS 3«in|q>.l/ t — j 



23. b, T; 

24. a, m; 

25. a, f ; 

26. 9. bjy 

« 

27. iq>9 a; 



,^ 



29i <p. f; 

30. 9. Ti 

31. 9. S; 

32. a, r; 

33. a, f; 

34. 9. b; 

35. 9, a; 






2T 



*" — 8f. 
_ 180«.b _ftb 

- a 



28. 9, m; r = 



2^1-9 
m 

r 



1 — ewl-9 ^sm*\(p 



/ 



^ \W9 — 180° JW 9/ ^ \9 — f^sinip/ 



m = KCr^-ia») 
a'— 4f* 



m s:;: 



8f 



m. 



180°.aw|9-b hfl cos \^ 



9C9 
m SS |aco^|^9 



9 
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47. «p, S; 



54. 


r, 


.m; 


55. 


», 


f; 


■ 




I. 



r 



36. <p, r; m:=rco«|9 

40. a, r; / = , — ]/(r»-_| a') 

41. a, m; / = |/(|a«+m»)— m 

42. <p, b; / =s 180»(f— co^|<p) _ 360»ji»Hy _ S^^/Vj-y 

43. 9, a; /=|a/a«g'49 , 

44. 9, r; /= r(l — cos l^p) =x 2r«V|9 . 

45. 9, m; > ^ ">(t-^|y) ^ 2m^/.i«|9 

cof^9 ct>.s|9 






48. 


b, r; 


T=lbt 


49. 


«p, r; 





.2 _ ^r* 



50. 9, a; y = ...^^. ^, *a^ = g ?tt- 



*9 _o 9 



51. 9, m; T = -— -— i— — .m^ 



360*>.coj^|'9 2^iro^^|9 

*9 f», _ 9 



o^. 9, I, ^ — 360Q.^2|^-t — 2/t^iV|9 
53. r, a; T ^ aresin ;^.^=z^-.arc sin ^ 



„ . l/(r»— -m») r*« r' . l/(r«— m") 
y =s arc sm^—^ — ^ . tö«s = — • «rc sm ^— ^ ' 

r 180" . /» - T 

H 



58 



,<-,«, . . 4af ^+41»)*« /«•+4I*V 1 



4af 



'+4f» 

67. 9,«,t; .S=3g55 j 

RQ r c — J^V /'f j_ ■' V «(8+20.(8—20 

59. b, a, t; .S as |br— |a]/(4i*— a*) 

60. <p,t; *«|r«(^-««<p) = ^'(^-^«9) 

61. 9,.; Ä=a«(^^gJ^-i«,.|<p) = ia'(^-«>/|,p) 



62. <p, m; 



64. r, a; S= ^.örc^in,^ — ial/(4r^— a^) = 

= — .aiv«»s- — lal/(4r*— a^) 
fi 2r * 



r'« 



65. r, m; .V = ^.arcsin ^^''^^'^'^ —mV(T^':=^) = 

loU" r 

66. r, f; s :=z ^. arc sinl^^-^^^^ = 



—.arcstn ^ ^ ^ — (r— i) k (2rf — r) 



^. f o /a*+4PV « . 4af a(a«— 4f') 



a'+4P 

/a^+4f^V 1 • 4af ' a^a»— 4P) 

\ 8f / /[* a*+4P lOt 

Anmerkung. Wenn der gegebene Mittelpunktswinkel 9 neben den Graden auch Minuten, Seüun- 
den u. 8. w. cntliält» so ist es nothwendig, diese Minuten, Socunden u. s. tt. zuvor als DccinuiU 
brucli eines Grades auszudrücken, oder 'den ganzen Winkel 9 in Minuten, Secundeu u. s. iv. zu 
Terwandeln. In letzterem Falle müssen dann in allen Formeln, welche Functionen yon 9 ent- 
halteu, die Zahlen 1440^, 360*, 180**, 90* zuvor durch MuUipUcation mit 60 oder 3600 u. s, w. 
gleicli£iUs in Minuten oder Secunden verwandelt werden. 
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Bti te Aawmdbmg te FonMla. ^*ddM im WlMwiiiilil ^ ottidtMi, bt gtadiblb n 

dafs deneilM sa S7»/295.... im««mtl»n«n »t, mImM mau die MiwiUn, Secimd«« 
11. ». w. dM Wlnkt-U V «I» IVcini«lbr'M;t ««m» Gwdes «utgedrikkt h«t; 

d>b hiagasoi dacMÜie w 208264" angeooamea wild, Mhdd der gMiae XVink«! v 
suTor in Secmdn Tcrwtadelt wocdea üt. 

Z u f « t z 1. 



Zu 
braiicb die 



Tafel für Kreisabachnitte. 

leichter Berechnung der Kreiaaegmente dient folgende Tafel, 
am Schlüsse beigefägte Anmeriauig Anleitiing giebt. 



des 
Heus. 


i 
2 
3 

4 

5 

6' 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

49 

ii 



Fläche 
des 
Segments. 
0,0000000 
0,0000537 
0,0001518 
0,0002787 
0,0004290 
0,0005993 
0,0007879 
0,0009922 
0,0012118 
0,0014456 
0,0016926 
0,0019521 
0,0022236 
0,0025065 
0,0028003 
0,0031047 
0,0034193 
0,0037436 
0,0040775 
0,0044207 
0,0047728 
0,0051336 



Lange 
des 

Pfeils. 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32. 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 



Fläche 
des 
Segments. 
0,0055030 
0,0058806 
0,0062663 
0,0066600 
0,0070614 
0,0074704 
0,0078869 
0,0083106 
0,0087414 
0,0091793 
0,0096241 
0,0100756 
0,0105339 
0,0109986 
0,0114698 
0,0119473 
0,0124311 
0,0129211 
0,0134171 
0,0139190 
0,0144269 
0,0149406 



le Tafel, 


SU deren Ge- 


# 

Länge 


Fläche 

9 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


41 


0,0154600 


45 


0,0159851 


46 


, 0,0165158 


47 


0,0170520 


48 


0,0175937 


49 


0,0181407 


50 


0,0186930 


51 


0,0192506 


52 


0,0198135 


53 


0,0203814 


54 


0,0209544 


.55 


0,0215325 


56 


0,0221155 


.57 


0,0227034 


58 


0,0232963 


59 


0,0238939 


60 


0,0244963 


61 


0,0251034 


62 


0,0257151 


63 


0,0263316 


64 


0,0269525 


65 


0,0275781 



H2 



60 



Lange 


Flüche' 


des 


des 


Pfeil». 


Segments. 


66 


0,0282081 


67 


0,0288425 


68 


0,0294814 


69 


0,0301246 


70 - 


0,0307722 


71 


0,0314241 


72 


0,0320802 


73 


0,0327405 


74 


0,0334051 


' 75 


0,0340737 


76 


0,0347465 


77 


0,035423a 


78 


0,0361042 


79 


0,0367891 


m 


0,0374780 


81 


0,0381708 


82 


0,0388675 


83 


0,0395681 


84 


0,0402725 


85 


0,0409808 


8fr 


0,0416929 


87 


0,0424086 


88 • 


0,0431282 


89 


0,0438515 


90 ' 


0,0445784 


91 


0,0453090 


92 


0,0460432 


93 


0,0467810 


94 


0,0475223 


95 


. 0,0482672 • 


96 


0,0490157 


97 


0,0497676 


98 


. 0,0505230 



Linge 

des 
Pfeils. 
99 
100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
HO 
111 
112 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
126 
127 
128 
129 
130 
131 ' 



Flache 


Läng* 


• 

Fliehe 


des 


des 


des 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


0,0512818 


132 


0,0781117 


0,0520440 


133 


0,0789751 - 


0,0528096 


134 


0,0798412 


0,0535787 


135 


0,0807100 


0,0543510 


136 


0,0815816 ' 


0,0551267 


137 


0,0824558 


0,0559057 


^ 138 


"0,0833328 


0,0566880 


139' 


0,0842124 


0,0574735 


140 


0,0850946 . 


0,0582623 


141 


0,0859795 


0,0590542 


142 


0,0868671 


0,0598494 


143 


0,0877572 


0,0606478 


144 


0,0886500 1 


0,0614493 


145 


0,0895453 


0,0622539 


146 


0,09044.32 


0,0630617 


147 


0,0913407 , 


0,0638725. 


148 


0,0922467 


0,0646864 


149 


0,0931522 ~ 


0,0655034 


150 


0,0940602 


0,0663234 


151 


0,0949707 


0,0671464 


152 


0,0958837 . 


0,0679724 


153 


0,0967992 ' 


0,0688014 


154 


0,0977171 


0,0696334 


,155 


0,0986375 


0,0704683 


156 


0,0995603 


0,0713061 


157 


0,1004855 


0,0721468 


158 - 


0,1014131 


0,0729904 


159 


0,1023431 


0,0738369 


160 


0,1032755 


0,0746826 


161 


0,1042102 


0,0755384 


162 


0,1051473 


0,0763934 


163 


0,10608(67 


0,0772512 


164 


, 0,1070284 



61 



Länge 


Fläcbe: 


L&nge 


fnCDe 1 


Lunge 


Füche 


des 


des-' 


des 


des 


des . 


des 


Preib. 


Segments^ 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


165 


0,1079725 


198 


0,1403451 


231 


0,1748251 


166 


0,1089187 


199 


0/1413609 


232 


0,1758992 


167 


0,1098675 


200 


0,1423786 


233 

f 


0,1769749 


168 


0,1108183 


201 


0,1433980 


234 


0,1780522 


169 


0,1117716 


202 


0,1444195 


235 


0,17^91312 


170 


0,11272t0 


203 


0,1454428 


236 


0,1802116 


171 


0,1136846 


204 


0,1464680 


237 


0,1812938 


172 


- 0,1146445 


205 


0,1474951 


238 


0,1823774 


173 


0,1156066 


206 


0,^1485241 


.239 


0,1834626 


174 


0,1165709 


207 


0,1495549 


240 


0,1845494 


175 


0,1175374 


208 


0,1505875 


241 


0,1856377 


176 


0,1185061 


209 


0,1516220 


242 


0,1867276 


177 


0,1194769 


210 


0,1526583 


243 


0,1878190 


178 


0,1204499 


211 


0,1536964 


244 


0,1889119 


179 


0,1214250 


212 


0,1547363 


245 


0,1900064 


im 


0,1224023 


213 


0,1557780 


246 


0,1911023 


181 


0,1233817 


214 


0,1568215 


247 


0,1921998 


182 


0,1243632 


215 


0,1578667 


248 


0,1932987 


183 


0,1253468 


216 


0,1589138 


249 


0,1943992 


184 


0,1263324 


217. 


0,1509626 


250 


0,1955011 


185 


0,1273302 


218 


0,1610131 


251 


0,1966045 


-186 


0,1283100 • 


219 


0,1620654 


252 


0,1977094 


187 


0,1293019 


220 


0,1631194 


253 


0,1988157 


188 


0,1302958 


221 


0,1641751 


254 


0,1999234 


189 


0,13\2918 


222 


0,1652326 


255 


0,2010326 


190 


0,1322897 


223 


0,1662917 


256 


0,2021432 


191 


•0,1332897 


224 


0,1673525 


257 


0,2032553 


192 


0,1342917 


225 


0,1684151 


258 


0,2043688 


193 


0,1352957 


226 


0,1694793 


259 


0,2054836 


194 


0,1363017 


227 

• 


0,1705461 - 


260 


0,2065999 


195 


0,1373096 


228 


0,1716127 


261 


0,2077176 


196 


0,1383193 


220 


0,1726818 


262 


0,2088366 


197 


0,1393314 


23a 


• 0,1737527 


263 


- 0,2099571 



6S 



Ltage 

des 
PfeiU. 
S64 
365 
S66 
367 
368 
369 
370 
37i 
373 
373 
374 
375 
376 
377 
378 
379 
380 
381 
382 
383 
384 
385 
386 
88T 
388 
389 
390 
391 
393 
393 
394 
395 
396 



FUdM 
des ' 
Segments. 
0,3110789 
0,2133020 
0,2133266 
0,2144524 
0,2155796 
0,2167082 
0,2178381 
0,2189692 
0,2201017 
0,2213356 
0,2223707 
0,2235071 
0,2246447 
0,2257837 
0,2269239 
0,2280654 
0,2292081 
0,2303521 
0,2314974 
0,2326438 
0,2337915 
0,2349404 
0,2360906 
0,2372419 
0,2383944 
0,2395481 
0,2407030 
0,2418591 
0,2430164 
0,2441748 
0,2453344 
0,2464951 
0,2476670 



Liage 

des 
Pfeils. 
297 
298 
299 
300 
301 
302. 
303 
304 
305 
306 
307 
308 
309 
310 
311 
312 
313 
314 
315 
316 
317 
318 
319 
320 
321 
322 
323 
324 
325 
336 
327 
328 
339 



flicke 

des 
Segnents. 

0,2488300 
0,2499841 
0,2511494 
0,2523158 
0,2534833 
0,2546519 
0,2558816 
0,2569924 
0,2581643 
0,2593373 
0,2606113 
0,3616863 
0,2628635 
0,2640397 
0,2692179 
0,2663972 
0,2675776 
0,2687589 
0,2699413 
0,2711247 
0,2723091 
0,2734945 
0,2746809 
0,2758682 
0,2770566 
0,2782459 
0,2794362 
0,2806275 
0,2818197 
0,2830129 
0,2842070 
0^2854031 
0|386SMI 



LiMR 

des 
Pfeils. 

330 

331 

332 

333 

334 

335 

336 

337 

338 

339 

340 

341 

342 

343 

344 

345 

346 

347 

348 

349 

350 

351 

352 

353 

354 

355 

356 

357 

358 
^59 

360 

361 

363 



FUche 
des 
Segnents. 
0,3877950 
0,2889929 
0,2901916 
0,2913913 
0,392^19 
0,2937934 
0,2949957 
0r3%1990 
0,3974031 
0^3986081 
0,3998139 
0^10306 
0,3033382 
0^3034366 
0,3046459 
0,3058560 
0,3070669 
0,3082787 
0^3094913 
0,3107046 
0,3119188 
0,3131338 
0,3143496 
0,3155662 
0,3167835 
0,3189017 
0,3193206 
0,3204403 
0,3216607 
0,3228830 
0,3241038 
0,3253365 
0,3265499 



63 



Liüge 


FÜA» 


Liage 


des 


des 


de* 


Pidb. 


Segmeirtt. 


Pfeib. 


363 


0,3477741 


396 


364 


0,3489990 


397 


365 


0,3304245 


398 


366 


0,3314509 


399 


367 


0,3346^79 


400 


368 


0,3339056 


401 


36d 


0,3351340 


402 


370 


0,3363631 


403 


371 


0,3375949 


404 


374 


0,3388434 


405 


373 


0,3400545 


406 


374 


0,3414863 


407 


375 


0,3445188 


408 


376 


0,3437540 


409 


377 


0,3449837 


410 


378 


0,3464402 


411 


379 


0,3474553 


412 


380 


0,3486910 


413 


381 


0,3499473 


414 


382 


0,3511643 


415 


383 


0,3544019 


416 


384 


0,3536401 


417 


385 


0,3548789 


418 


386 


0,3561183 


419 


387 


0,3573583 


440 


388 


0,3585989 


441 


389 


0,3598400 


444 


390 


0,3610818 


443 


391 


0,3643441 


444 


394 


0,3635670 


445 


393 


. 0,3648105 


446 


394 


0,3660545 


447 


895 


0,3674991 


448 



flidM 

des 
Segments. 
0,3685442 
0,3697899 
0,3710361 
0^744828 
0,3735300 
0,3747778 
0,3760261 
0,3772749 
0^785444 
0,3797740 
0,3810243 
0^3822751 
0,3835263 
0,3847781 
0,3860303 
0,3872830 
0,3885361 
0,3897897 
0,3910437 
0,3922994 
0,3935531 
0,3948085 
0,3960643 
0,3973405 
0,3985771 
0,3998342 
0,4010916 
0,4043495 
0,4036077 
0,4048664 
0,4061454 
0,4073848 
0,4086446 



des 
Pferis« 
449 
430 
431 
432 
433 
434 
435 
436 
437 
438 
439 
440 
441 
442 
'443 
444 
445 
446 
447 
,448 
449 
450 
451 
452 
453 
454 
455 
456 
457 
458 
459 
460 
461 



Flache 
des 
SegittNito. 
0^4099047 
0^111652 
0,4124261 
0^136874 
0,4149489 
0,4162109 
0,4174731 
0,4187357 
0,4199987 
0,4412619 
0^4225255 
0^237894 
0>4250536 
0^4263181 
0,4475849 
0,4488479 
0,4301133 
0,4313790 
0r4346449 
0,4339111 
0,4351776 
0,4364443 
0,4377113 
0,4389785 
0,4404460' 
0,4415137 
0,4447817 
0,4440489 
0,4453183 
0,4465869 
0,4478557 
0,4491448 
0,4503941 



64 



Lange 
des 

Pfeils. 
462 

'463 
464 
465 
466 
467 
468 
469 
470 
471 
472 

,473 
474 
475 
476 
477 
478 
479 
480 
481 
482 
483 
484. 

,485 
486 
487 
488 
489 
490 
491 
492 
493 
494 



Flad» 


Länge 


Flüciie 


Länge 


des 


des 


des 


de»- 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


Pfdb. 


0/4516635 


495 


0^4936339 


528 


0,4529332 


496 


. 0,4949071 


629 


0,4542030 


497 


0,4961803 


^30 


0,4554730 


•498 


0,4974535 


531. 


0,456743% 


499 


0,4987268 


532. 


0,4580136 - 


500 


o;5oooooo 


533 


0,4592842 


501 


/0,5012732 


•534 


0,4605549 


502 


0,5025465 


535 


0,4618257 


503 


0,5038197 


536 


0,4630968 


504 


0,5050929 


637 


0,4643679 - 


505 


0,5063661 


538 


0,4656392 


506 


0,5076^3 


639 


0,4669107 


607 


0,5089124 


540 


0,4681823 


508 


0,5101855 


541 


0,4694540 


509 


0,5114585 


542 


0,4707258 


510 


0,5127315 


543 


0,4719978 


511 


0,5140045 


544 


0,4732698 


512 


0,5152774 


' 545 


0,4745420 


513 


0,5165502 


546 


0,4758143 


514 


0,5178230 


647 


. 0,4770866 


515 


0,5190957 


548 


,0^4783591 


616 


0,5203784 


649 


0,4796316 


517 


0,5216409 


550 


0,4809043 

• • 


518 


0,5229134 


551 


' 0^4821770 


519 


0,5241857 


652^ 


0,4834498 


620 


0,5254580 


553 


0,4847226 


621 


0,5267302 


654 


0^4859955 


622 


0,5280022 


555 


0,4872685 


523 


0,5292742 


656 


0(4885415 


624 


0,5305460 


657 


0,4898145 


525 


0,5318177 


558 


0,4910876 


626 


0,5330893 


559 


0,4923607 


627 


0,6343608 


560 



des • 
' SegmiiDlf«.) 
0,5356321 
0,5369032 
0,5381743 
0,5394451 
0,5407158 
0,5419864 
0^5432568 
0,5445270 
0^5457970 
0^5470668 
0^5483365 
0,5496059 
0,5508752 
0,5521443 
0,5534131 
0,5546817 
0,5559501 
0,5572183 
0,5584863 
0,5597540 
0,5610215 
0,5622887 
0,5635557 
0,5648224 
0,5660889 
0,5673551 
0,5686210 
0,5698867 
0,5711521 
0,5724171 
0,5736819 
0^5749464 
0,5762106 



65 



Länge 


Fläche 


Länge 


Fläche 


des 


des 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


561 


0,5774745 


594 


0,6189757 


562 


0,5787381 


595 


0,6202260 


563 


0,5800013 


596 


0,6214758 


564 


0,5812643 


597 


0,622*7251 


565 


0,5825269 


598 


0,6239739 


566 


6,5837891 


599 


0,6252222 


567 


«,5850511 


600 


0,6264700 


568 


0,5863126 


601 


0,6277172 


569 


0,5875739 


602 


* 0,6289639 


570 


0,5888348 


603 


0,6302101 


571 


0,5900953 


604 


0,6314558 


572 ■ 


0,5913554 


- 606 


0,6327009 


573 


0,5926152 


606 


0,6339455 


574 


0,5938746 


607 


0,6351895 


575 


0,5951336 . 


606 


0,6364330 


576 


0,5963923 


609 


0,6376750 


577 


■ 0,5976505 


610 


0,6389182 


578 


0,5989084 


611 


0,6401600 


579 


0,6001658 


612 


0,6414011 


580 


0,6014229 


613 


0,6426417 


581 


0,6026795 


614 


0,6438817 


582 


0,6039357 


615 


0,6451211 


583 


0,6051915 


616 


0,6463599 


584 


0,6064469 


617 


0,6475981 


585 


0,6077018 


618 


0,6488357 


586 


0,6089562 


619 


0,6506727 


587 


0,6102103 


620 


0,6513090 


'588 


0,6114639 


621 


0,6525447 


589 


0,6127170 


62* 


0,6537798 


590 


0,6139697-, 


623 


,0,6550143 


591 


0,6152219 


624 


0,6562480 


592 


0,6164737 


625 


0,6574812 


593 


0,6177249 


626 


0,6587137 



Länge ' 


Flüche 


des • 


des 


WeiLs. 


Segmenis. 


627 


0,6599455 


.628 


0,6611766 


629 


0,6624071 


630 


0,6636369 


631 


0,6648660 


632 


0,6660944 


633 


0,6673221 


634 


0,6685491 


635 


0,6697755 


636 


0,6710010 


637 


0,6722259 


638 


0,6734501 


639. 


0,6746735 


640 


0,6758962 


641 


0,6771180 


642 


0,6783393 


643 


0,6795597 


644 


0,6807794 


645 


0,6819983 


646 


0,6832165 


647 


0,6844338 


648 


0,6856504 


649 


0,6868662 


650 


0,6880812 


651 


. 0,6892954 


652 


0,6905087 


653 


0,6917213 


654 


0,6929331 


655 


0,6941440 


656 


0,6953541 


657 


0,6965634 


658 


0,6977718 


659 


0,6989794 



=■ 6$ 



Lange 


Flache 


Länge 


Flache 


des 


des 


des 


^es 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


S^nents. 


660 


0,7001861 . 


693 


0,7394888 


661 


0,7013919 


694 


0,7406628 


662 


0,7025969 ' 


695 


0,7418357 


663 


0,7038010 


696 


0,743^76 


664 


0,7050043 


697 


0,7441784 


.665 


0,70620^6 


698 


0,7453481 


666 


0,7074081 


699 


0,74651^7 


667 


0,7086087 


700 


0,7476842 


668 . 


0,7098084 


701 


0,7489606 


669 


. 0,7110071 


702 


0,7500^59 


670 


0,7122050 


703 


0,7511800 


67t 


0,7134019 


704 


0,7523430 


672 


0,7146979 . 


705 


0,7536049 


673 


0,7157930 


706 


0,754^656 


674 


0,7169871 


707 


0,7558252 


675.: 


0,7181803 


708 


0,7568836 


676 


. 0,7193725 


709 


0,7581409 


677 


0,7205638 


710 


0,7592970 


678 


0,7217541 


711 


0,7604519 


679 


0,7229433 


712 


0,7616056 


.680 


0,7241318 


713 


0,7627581 


681 


0,7253191 


714 


0,7639094 


682 


0,7265055 


715 


0,7650596 


683 


0,7276909 


716 


0,7662085 


684 


0,7288753 


717 


0,7673562 


68& 


0,7300587 


718 


0,7685026 


686 


0,7312411 


. 719 


0,7696479 


687 


0,7324224 


720 


0,7707919 


688 


0,7336028 


721 


0,7719346 


689 


0,7347821 


722 


«,7730761- 


690 


0,7359603 


723 


0,7742163 


691 


0,7371375 


724 


0,7753553 


6^ 


0,7383137 


725 

• 


0,7764929 



nge 
des 
Pfeils. 
726 
727 
728 
729 
730 
731 
732 
733 
734 
735 
736 
737 
738 
739 
740 
741 
742 
743 

744 
745 
746 
747 
748 
749 
750 
751 
752 
753 
754 
755 
756 
75*? 
788 



Fläche 
des - 
Segments. 
0,7776293 
0,7787644 
0,7796983 
0,7810308 
0,7821619 
0,7832918 
0,7844204 
0^7856476 
0,7866734 
0k7877980 
0,7889211 
0,7900439 
0,7911^34 
0,7922834 

0,7934001 
0,7945164 
0,7956312 
0,7967447 
0,7978568 
0,7989674 
0,8000766 
0,8011843 
0,8022906 
0^8033955 

0,8044989 
0,8056006 
0,8067013 
O,807800ß 
0,808^77 
0,8099936 
0,8110881 
0,8121810 
0,8133724 
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Lange 
des 

Pfeils. 
759 
760 
761 
762 
763 
764 
765 
766 
767 

'768 
769 
770 
771 
772 
773 
774 
775 
776 
777 
778 
779 
780 
781 
782 
783 
784 
785 
786 
787 
788 
789 
790 
791 



FlSdie 
des 
Segments. 
0,8143623 
0,8154506 
0,8165374 
0,8176226 
0,8187062 
0,8197884 
0,8208688 
0,8219478 
0,8230231 
0,8241006 
0,8251749 
0,8262473 
0,8273182 
0,8283873 
0,8294549 
0,8305207 
0,8315849 
0,8ß26475 
0,8337083 
0,8347647 
0,8358249 
0,8368806 
0,8379346 
0,8389869 
0,8400374 
0,8410862 
0,8421333 
0,8431785 
0,8442220 
0,8452637 
0,8463036 
0,8473417 
0,8483780 



Lange 


Flfidie 


Lange 


Flärhlpt 


des 


des 


des 


des 


Pfeils. 


Segments. 


Pfeils. 


Segments. 


792 


0,8494125 


825 


0,8824626 


793 


0,8504451 


826 


0,8834291 


794 


0,8514759 


827 


0,8843934 


795 


0,8525049 


828 - 


0,8853555 


796 


0,8535320 


829 


0,8863154 


797 


0,8545572 


830 


' 0,8872730 


798 


0,8555805 


831 


0,8882284 


799 


0,8566020 


832 


0,8891817 


800 


0,8576214. 


833 


0,8901325 


801 


0,8586391 


834 


0,8910813 


802 


' 0,8596549 


835 


0,8920275 


803 


0,8606686 


836 


0,8929716 


804 


0,8616805 


837 


0,8939133 


805 


0,8626904 , 


838 


0,8948527 


806 


0,8636983 


839 


0,8957898 


807 


0,8647043 , 


840 


0,8967245 


808 


0,8657083 


841 


0,8976569 


809 


0,8667103 


842 


0,8985869 


810 


0,8677103 


843 


0,8995145 


811 


0,8687082 


844 


0,9004397 


812 


0,8697042 


'845 


0,9013625 


813 


0,8706981 


846 


0,9022829 


814 


0,8716900 


847 


0,9032008 


815 


0,8726798 


848 


0,9041163 


816 


0,8736676 


849" 


0,9050293 


817 


0,8746532 


850 


0,9059398 


818 


0,8756368 


851 


0,9068478 


819 


0,8766183 


852 


0,9077533 


820 


0,8775977 


853 


0,9086563 


Ö21 


0,8785750 


854 


0,9095568 


822 


0,8795501 


855 


0,9104547 


828 


0,8805231 


856 


0,9113500 


S24 


0,8814939 ' 


857 


0,9122428 
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Länge 


FläcJie 


des 


des 


PfeUs. 


Segments. 


658 


0/9131329 


859 


0,9140205 


860 


0,9149054 


861 


0,9157876 


862 


0,9166672 


86a 


0,9175442 


864 


0,9184184 


865 


0,9192900 


866 


0,9201588 


867 


0,9210249 


868 


0,9218883 


869 - 


0,9227488 


870 


0,9236066 


871 


0,9244616 


872 


0,9253138 


873 


0,9261631 


.874 


Ä9270096 


875 


0^2978532 


876 


0,9286939 


J877 


0,9295317 


878 


0,9303666 


879 


0,9311986 


880 


0,9320276 


881 


0,9328536 


882 


0,9336766 


883 


0,9344966 


884 


0,9353136 


885 


0,9361275 


886 


0,9369383 


887 


0,9377461 


888 


0,9385507 


889 


0,9393522 


890 


0,9401506 



Lange 


FiSchft 


des 


des 


PfeUs. 


Segments. 


891 


0,9409458 


892 


0,9417377 


893 


0,9425265 


894 


0,9433120 


895 


0,9440943 


896 


0,9448733 


897 


0,9456490 


898 


0,9464213 


899 


0,9471904 


900 


0,9479560 


901 


0,94^7182 


902 


0,9494770 


903 


0,9502324 


904 


0,9509843 


905 


0,9517328 


906 


0,9524777 


907 


0,9532190 


908 


0,9539568 


909 


0,9546910 


910 


0,9554216 


911 


0,9561485 


912 


0,9568718 


913 


0,9575914 


914 


0,9583071 


915 


0,9590192 


916 


0,9597275 


917 


0,9604319 


918 


0,9611325 


919 


0,9618292 


920 


0,9625220 


921 


0,9632109 


922 


0,9638958 


923 


0,9645767 



Länge 
des 

Pfeils. 
924 
925 
926 
027 
92S 
929 
930 
031 
932 
933 
934 
935 . 
936 
937 
938 
939 
940 
941 
942 
943 
944 
945 
946 
947 
948 
949 
950 
951 
952 
953 
954 
955 
936 



Fläche 
des 
Segments. 
0,9652535 
0,9659263 
0,9665949 
0,9672595 
0,9679198 
0,9685759 
0,9692278 
0,9698754 
0,9705186 
0,9711575 
0,9717919 
0,9724219 
0,9730475 
0,9736684 
0,9742849 
0,9748966 
0,9753037 
0,9761061 
0,9767037 
0,9772966 
0,9778845 
0,9784675 
0,9790456 
0,9796186 
0,9801865 
0,9807494 
0,9813070 
0,9818593 
0,9824063 
0,9829480 
0,9834842 
0,9840149 
0,9845400 
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Länge 


Flädte 


Länge 


Fläche 


Länge 


Fläche 


des 


des 


des 


des 


des 


des 


PfeUs. 


Segments. 


PfeUs. 


Segments. 


Pfeik. 


Segments. 


957 


0,9850594 


972 


0,9921131 


- 987 


0,9974935 


958 


0,9855731 


973 


0,9925296 


988 


0,9977764 


959 


0,9860810 


974 


0,9929386 


989 


0,9980479 


960 


0,9865829 


975 


0,9933400 


990 


0,9983074 


961 


0,9870788 


976 


0,9937337 


991 


0,9985544 


962 


0,9875689 


977 


0,9941194 


992 


0,9987882 


963 


0,9880527 


978 


0,9944970 


993 


0^9990078 


964 


0,9885302 


979 


0,9948664 


994 


0,9992124 


965 


0,9890014 


980 


0,9952272 


995 


0,9994007 


966 


0,9894661 


981 


0,9955793 


996 


0,9995710 


967 


0,9899244 


982 


0,9959225 


997 


0,9997213 


968 


0,9903759 


983 


0,9962564 


998 


0,9998482 


969 


0,9908207 


984 


0,9965807 


999 


0,9999463 


970 


0,9912586 


985 


0,9968953 




^ 


971 


0,9916894 


986 


0,9971997 







Anmerkung. Der Gebraucli cli<^cr Segmententafcl setzt voraus, dafs, auTser dem Dunehmesser des 
Kreises» noch der Pfeil des Segments gegeben sey. Die Tafel selbst ist für einen Durchmesser 
= 1000 berechnet, dessen Fläche zur Einheit angenommen ist. 

Der gegebene Pfeil f wird dahes jedesmal mit IQPO multiplicirt und durch den gegebeneu 
Durchmesser d diyidirt. 

Wird die daraus erhaltene Zahl in der Cohunne: Länge des Pfeils aufgesucht, so ist die 
derselben in der Cohunne: Fläche des Segments correspondireude Zahl der Factor, mit wel- 
chem die Fläche eines Kreises von dem Durchmesser d multiplicirt werden mufs, lun die wirk<> 
liclie Fläche des Segments für den Pfeil f lu ethalten^ 

^^ 1000f_ 

Oder wenn ■ , — m 

die der Zahl m correspondireude Zahl t= » 

d* 
so ist ^e Fläche des Segments = n • --r ' ^ 

Z u 8 a. t z 2* 

NäheruBgsformeln für Bogen, Ausschnitte i>nd Abscbnilie des Kreises» 

Wenn der Halbmesser eines Kreises = r 

eine dem Z. <p correspondirende Sehne desselben. = ar 

. der za derselbep gehörige B#gen = b 

der Pfeil der Sehne = f 



*>. 



ein Perpendikel von dem Endpunkte des Halbmessers 
auf den, den Z. 9 einscbliefsenden anderen Halb- 
messer (d. h. der Sinus des Z. 9 für denHadius = r) = q 
die Fläche des Kreisansschnitts x= T 

-*— des Kreisabschnitts = S 

so finden folgende einfache^ Formeln statt, - die eine in den meisten Fällen hinrei- 
chend genaue Annäherung an die wahren Werthe gewähren. 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, q; 6 = - 



2. a, r; 



3 

a.(8r— l/(4r*— a«)) 



6r 



Q k 3b+q 

3. b, q; a = — j-^ 

4. a, b; 9^ = ^^ — 3b 

5. r, a, q; T ssz. ^ k ^^ 



6. r.a; j, c '-^^I=}^'1^^^ 

7. r, a, q; S = |r(a— q) 

8. r, a; S = |a[2r— l/(^r*— a^] 
9* a, f; aJ = |a.f 

Sänunlliche Formeln setzen, um brauchbar zu seyn, voraus, dafs der Z. 9 

kleiner als 90® sey. 

Z « 8 a t z 3. , 

Parallele Sehnen im Kreise. 
Wenn in einem Kreise zwei parallele Sehnen a und b nebst deren senkrech* 
tem Abstände c gegeben sind, so wird der Halbmesser dieses Kreises durch folgende 
Formel ausgedruckt: 

''2c 
Oder wenn der Halbmesser r und die bndea Sehnen a und b gegeben sind, 
so isl deren Abstand: 



c = ^T/(8r*— b»— a»-f 2l/a*b»— 4r»(b«+a»— 4r*)) 



Zweiter Abschnitt 



Formeln zur körperlichen Geometrie. 



m 



L Der Würfel, 



E 

JLjs sei 



der körperliche Inhalt eines Würfels 
seine Oberflache 
seine Seite 



Gegeben : 

1. a; ^ 

2. 0; 



3. 


a; 


4. 


V; 


5. 


V; 


6. 


0; 



V 

o 

a 



Gesucht: 
^a= a» 



as 0,0680414.1/0» 



logY = 0,8327732—2+ 



■„ g I 3fogO 



0= 6i»* 
O SS 6I/V» 



a 
a 



yv 

K? 

%a 



= 0,4082483.1/0 

= 0,6109244--1 + ^ 



n. Das Prisma. 

A) Das gerade Prisma überhaupt. 

Es sei der kdrperiidie Inhah des geraden Prisma 
seine Seitenfläche 
I. K 



Ä V 
s= S 
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seine gesammte OberfUche 
seine Grundfläche 


deren Umfang 

die Höhe des Prisma 




Gegeben : 
1. F, h; 


Gesucht: 
r= F.h 


2. p, h; 

3. S, F; 


S SS p.h 

- Ä S+2F 


4. V, h; 




5. Sy h; 


s 


6. V, F; 


--1 


7. S, p; 


p 

r 


Z 


u 9 a t z. 



o 

F 

P 
h 



Das schiefe Prisma. , 

Die Fonneki 1. 4. und 6. gelten gleichfalls -för das schiefe Prisma. 

Ist statt der senkrechten Höhe des Prisma ane der Seitenlinien = m be- 
kannt, nebst dem Neigungswinkel = <p, welchen eine der Seitenflächen gegen die 
Grundfläche macht, und den ebenen Winkel = t|;, den diese Seitenfläche enthält, so 
wird die senkrechte Höhe ausgedrückt durch: 

Ist hiflgegea eine Seitenlinie m bekannt, ferner die beiden ebenen^ Winkel 
a und ßy die -diese Kai^te mit den zwei anstofsenden Seiten der Grundfläche macht/ 
nebst dem Winkel y^ den diese beiden Seiten der Grundfläche zwischen sich ein- 
sdilieCsen, 30 wird die senkrechte Höhe des Prisma ausgedrückt durch: 

Die Formeln 2. 3. 5* und 7. hingegen, babto keinen Bezug auf das schiefe 
Prisma, in welchem Seitenfläche und Oberfläche nicht durch allgenieine Ausdrücke 
darzustellen sind« 
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B) Das rechtwinkliche PafalUlepiped. 

Es sei der körperliche Inhalt eines rechtwinklichen Parallelepipeds = V 
seine ganze Oberflaehe =0 

die drei Dimensionen des Parallelepipeds =^ a, b und c 

Gegeben: Gesudit: 

1. a, b, c; ^^ ^^^ 

2. o,.,b; r = <^ ~f if 

2(a-j-b) 

3. a, b, c; O = 2(ab-f aG+b<^ 

4. V,.,b; o = 2(a±MV tfalb! 

V 

5. V, b, c; . a SS 



6. 0, -b, c; ' n SS 



bc 
O— bc 

2(b+c) 



, ,, ^ . 2V— ObTl/LCV— Ob— 2b») 4V+Ö»b»l 
7. V, O, b; Ä a= ~ "^ — OK» I ' ' =* 



2b' 

s 

C) Das sehiefwinkliche Parallclepiped überhaupt. 

Es seien die drei Kanten änes Parallelepipeds, die in einer 

Ecke desselben zusanunenstolsen s= a, bundc 

die drei ebenen Winkel« die von diesen drei Linien 

unter sich gebildet werden, nach der Reihe s= a, |3 und y 
der körperliche Inhalt des Parallelepipeds =s V 

die Oberflache desselben =5 O 

die Neigungswinkel der drei in jener Ecke zusam- 

menstofisenden Granzflächen, nach der Reihe ts 9, ^ und % 
I , die beiden Diagonalliniea des Korpers =: f undg 

die Flachen der beiden Diagonalschnitte = F und 6 

die Neigungswinkel dieser beiden Flächen gegen die 

Grundflache n =3 j und « 

die Seiten der Diagonalschnitte, welche Diagotialen 

der Gränzflächen des Korpers sind s p und q 

In sammtli^en Formeln werden a, b, c^ a, p, 7 als gegeben betrachtet. 

K 2 
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Gesucht: 

1. V s= 2abc]/[«»|(a+p-f y)«»|(a+y— p)«»,^(a4-i3— y)Äi«i'(i34-y— a)] 

3. sink^ « |/7t«^(f>+y~«)^».-H«+r--m 

^ \ sin a sin ^ 



4. ^7» 



5. .mix = l/(^^-i(«+y-P)-^l(«+P-y)) 

'^ \ smasmß / 

& ^ / — l/(a*-[-l>*+c*+2ab €osa'\^2accos p4*2bc cw y) 

7. Lg* = ^^(a^-rf-b^-j-c^+Sab co,9 a-— 2ac co^^— 2 bc cos y) 

8. l F = c l/f a^ sin^ ß + b' ^i»* y + 2 ab (co^ « — £»^ 3 c»^ y)] 

9. f (r si c l/[a« w**ß+b« «i»»y+2ab (co^ß co^y— cw«)] 
.n. f * acojy— bco^ß — cos(x{sirosß — bro^y) 

1 . ^iwa K [a* iw'i^-j-b* Ä»*y-f'2ab (co^a — co^p CO^y).l 

.. J co^a(acayß4-bco.yy)-*-aco^7— bro.9[i 

11. f cos t ÄS ^ V i ■, — \. f f i II ~ = 

V sin a y[sr wV ß +k^ .si/^* y -f- 2Bb («>«ß cos y — cx>jr«)3 

12. ^ P = ]/(a»+b«+2ab«>^a) 

13. ( 7 = l/(a^+b^— SabcoÄ«) 

D) Der Rhomboeder» 

Es sei bei einem von secbs congruenlen Rhomben eingeschlos- 
senen Rhomboeder der körperliche Inhalt < 
die Oberfläche 
jede der Kanten 

der ebene Winkel der einschliefsenden Rhomben 
der Neigungswinkel der Gränzflaclicn gegen einander 
die beiden Diagonallinien der Gränzfläclien 
die beiden Diagonallhiicn des Körpers 
die FlärJien der Diagonalschnille 
der ebene Winkel der DiagonalschniUe = ^ 

Gegeben: Gesucht:^ 

1. a, a; /^ sc 2a'l/^i/»f «^//*Ja' 

2. p, q; ^=2q^l/(3p^— q'i 



=s 


V' 


=: 





== 


a 


=z= 


u 


:=: 


<p 


= 


p und q 


= 


f und g 


^z 


F und G 
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3. a, a; O =r 6d? sina 

4. p, q; O = 12pq 

1 

5. a; sin^^ =s jj -— sb isecia 

* 2 CO* I a * * 

6. p, q; coscp = P^^^ 

7. a, a; ^ / =5 a |/(3+6 coj«) 

8. ) ^ s a}/(3— 2 6wa) 

9. p, q; j / = I/ (p^q-3q ^) 

10. / ^ = K(p^ + 5q')_j 

12. f G = a»*w|a.j/(2— 4co.ftt) 

14. j (7 = l/TliSSlSEEn 



15. u; £Oj(<> := 



17. 


a, aj 


18. 




19. 


p. q; 


20. 


p> q; 






cos ;- ^x 



ir " p*— q* 

16. p, q; aww = ^\ ^ 

pK(p'+q') 
|7 = 2a cos '^a 

q = 2a ^i// -J« 

2pq 

21. ) CO*« =r E!^ 

Anmerkung. Ausrdhrlicliere Untersuchungen über diesen» krystallograpliiscli wichtigen» Kofper 
giebt Hauy Eleniens de Mineralogie 1801. 

E) Das scliief abgeschnittene Prisma. 

£s sei die Gmndfläche eines geraden Prisma von n Seiten, dnrch Transver- 
salen von einem der Winkelpnnkte aus in Dreiecke zerlegt, deren Anzahl n — 2 
sein wird* 
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Der Flächeninhalt des ersten dieser Dreiecke sei as A und die drei d«nsel- 
ben zugehörigen Kanten des Prisma = a, b und c . 

Der Flächeninhalt des zweilto Dreiecks = B und die drei zugehörigen Kan- 
ten ^ a, c und d 

'^ Der Flächeninhalt des dritten Dreiecks xs C und die drei Kanten == a, d lind e 

u. s. w. 80 ist: 

-- a+b4-c . , a+c+d ^ , a-j-d-f-e ^ , 

/^ == — *-— — .A-j i-g-J — .B-j S-^-S — .€+.•.. U.8.W. 

Ist das Prisma zugleich ein schief^, und der Neigungswinkel der Kanten ge-^ 

gen die Grundfläche = 9 so ist: 

rr • Z'^+'^+c . , a-f-c+d ^ , a+d-f-e ^ , \ 

f^= smcpl — L-J-' — .A-| s-^'— -.B-] 5-K-' — .C-f-.... u. s*w.] 



m. Die Pyramide. 

A) Die Pyramide im Allgemeinen, ohne Rücksichi auf Zahl und 

Grofse der Seiten. 

Es sei der körperliche Inhalt einer Pyramide = V 

deren Gnmdfläche = F 

die perpendiouläre Höhe = h 

Gegeben : 
L F, h; 

2. V, h; 

3. V, F; 

Anmerkung. Die Scitenüache einer Pyramide Icann nicht durch eine allgcmetne Fonnel ausgedröckt 
werden, da die Dreiecke, aus welchen sie zusammengesetzt ist, Tencliiedene Höhe haben. 

B) Die gerade Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalt einer geraden Pyramide von n Seiten a V 

deren Seitenfläche ss S 

deren Oberfläche ss O 

jede Seite der . Grundfläche = m-- 



Gesucht : 




V 


= JF. 


h 


F 

• 


3V 

- h 




h 


3V 
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die senkrechte Höhe as h 

jede Seitenlinie (Kante) der Pyramide - = k 

die ebenen Winkel, welche die'Eanten an der Spitze mit 

einander machen ss a 

die Neigungsw i nkel der Seitenflächen gegen die Grundfläche = ß 

die Neigungswinkel der Seitenflachen gegen einander = y 

die Neigungswinkel der Kanten gegen die Grundfläche es S 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, h; f^=^a«hco/ — .n 

*■ n 

2. ., k; r^^»*.*l-^.]/(ysin*^~i**),ü 

B 

cot* • fang |a 

3. a, a; /^ ss j\n* i n 

4. a,-p; F' SS ^B? ^tangß.cot* .-n 

180® 

5. k,a; ^=:|k» " 



7. 


a, k; 


8. 


•> «J 


9. 


•,P; 


10. 


k,«; 



J/(l-«"'^-'«^>) 



[/ (h*.*iB* |-fa*«>j* — 



6. a, h; iS =s |qq» »» 



n 
J=|al/(k*— ia»).n 

, ,180» 
5 = \a-secß.cot-^.n - 4^^ •" 

S sc |k*«iiia.n 



11. a, k; 



12. a, ß] 



13. 



14. 



a, a; 
a, 5; 



15,' k, a; 



16. k, p; 



t7. a, h; 



18. 



a, a; 



19. a, ß; 

20. a, «; 



80 



h = 



V^(w.,i...l|ü_i..) 



. 180«» 



n 



h r= l Si fang ß .cot 



180^ 
n 



Ä = \SL.]/ (cot^^a^cot^—^ 



h = l'ato/ij'^coj^c 



180« 



n 



1 y / 180** \ 



h =zk. 



1/ \sui^ — sirr ß J 



. 180** 

sm 

n 



)/(,,„. l^.H.+J«.) 



. 180« 
n 



k = ."^ ^ ■ = |aco^^C'J-flt 



^1« > a 



* =B 4a 



.]/(i+tang^ß . cos^^~) 



k zs: l^a secS . co^^c 



180^ 



n 



21. 


k,h 


22. 


k, a 


23, 


k, ß 



24. k, «; 



a 



2^/^180^]/(krZh^ 



n 
2k«/R|'a 



2k 



1/ (l+fa»^'p.coj»H^) 
rti^ * • ISO« 
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25. a, k; cosß = ]/ L^ ^\ , ~ ^^* \ 

n ^ 






26. a, hj cojß! 



*— ■*- 1 ■ — — — ■ 



vw? 






27. a; cosß zsi cot .Umg^a 

cos . '. 

n 



29. a, k; *«i|a«s ^ 



. 180^ 
a . Sin 



30. a, h; sm\oi 



2j/(^*M:.h»+ia«) 



180^ 
31. P; cot^a = tcmgß.cos- 



n 



. 180« 
32. S; tang\a s 



1/ (^önyM+ÄW»~) 



180« 

co^ 

n 
33. a, k; sin^y = •^- 



• Fö^ 



180« 
cos 

34. a; 5w|y = 



35. ß; , coi\y =s 



tangß 



yU+tang'ßcos^—^ 



I. 



36. 6; cot^y SS 



• 63 

sind 

180^ 

cos^ 

n 



37. a, k; sinS = 1/ (i^ "' ■ . ■ \ 



n ' 



38. h, k; sin S ss ^ 



\ 



k 

180« 



39. ß; tangS = tangß.cos 



n 



1 / / . , 180« ,180« ^ TTS 

40. a; tcmsS CS . 

Anmerkung 1. Der Begriff einer geraden Pyramide ist Iner in dem Sinne genommen, djtfs die Py* 
ramide gleichieitig sey und eine regulfire Figur mr GrundfUlche lube. 

2. Die ObeeflAdie der Pyramide wird aus den Foimeln 6 «* iO gefunden« wenn man den- 
selben die OrundfUche binsufiigt. Es ist daher stets: 

0=;S + ia«co^ — .n 

C) Die dreiseitige schiefe Pyramide. 

Es sei der körperliehe Inhalt einer dreiseitigen Pyramide =5 V 

deren sechs Kanten ss a, b, c, d, e und f 
die drei ebenen Winkel, welche drei in einer Ecke 

zusammenstolsende Kanten a, b und c bilden s= a, p, y 

Gegeben : Gesucht : • 

1. a, b, c j^ ^s= |abcl/[jm|(a-fß+y).^w|(a+y— ß). ♦ 

«J ft y J • .Äw|(a-fß— y),«/*|03+y— a)] 

2. a, b, c j ^=: ^ abc ^^[l— co^öt— co^'ß— co^y+2 cosa cosß cosy] 

3. a, b, c, j ^ = .jVl/[cM*(a»+b«+c«+f*— c*— d»)+a»c« * 
<*» «> f ) • (b*-|.c«+d*+P— a«— e'^)— b*P * 

• (a*4-c*+d»4-e*— b«— P)— a«b*d«— a»c^P— ' 

• — b«c*e*— d«e*P] 
Anmerkung. Die den Tetraeder betreffenden Formeln siebe regulire KBrper. 
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D) Die abgekürzte Pyramide. 

a) Abgekürzte Pyramiden, ohne Rücksicht auf die Gestalt der Grundfläche. 

Es sei der kdrperlidie Inhalt einer abgekürzten Pyramide = V 

die Flächeninhalte der beiden Grundflachen :s A und 6 
das Verhältnils der correspondirenden Seiten in der gros- 

seren und kleineren Grundfläche es m : n 

die perpendiculäre Höhe der abgekürzten Pyramide =s h 

Gegeben: Gesucht: 

1. A, B, h; J^= |h(A+l/AB+B) 

2. A,B,m:n; f-= JAB(l+^+g) 

3V 
4. V, B, m : n; ^ s= 



bO+5+s) 



i 



6. V.A.M B . V3A].(4V-y)-|:6V-^ 

6. V, A, m:n; B ss 



(«+=+£) 



7. V, A, B; h=s "* 



A+l/AB+B 

o » B , V ' m ' mV 

8. A, B, m:n; *= A+J/AB+Ö • 

Anmerkung. Die SeitenfUtche emcr abgekünten Pyramide kann nicht durch eine brauchbare all- 
gemeine Formel cUigestellt werden, da die Trapexe^ ane welchen sie beiteht, Tenchiedene Ho- 
nen efnalten« 

b) Die abgekürzte gerade Pyramide. 

Es sei der körperliche Inhalt einer abgekürzten geraden Pyra- 
mide von n Seiten = V 
deren Seitenfläche S2 S 

L2 
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■ 

deren Oberfläche sk 

' * die Seite der grö&eren Grundfläche = a 

die Seite der kleineren Grundfläche = b 

die perpendiculäre Hqhe der abgekürzten Pyramide sc p 

die Seitenlinie (Kante) der abgekürzten Pyramide = q 

Gegeben: Gesucht: 

A D/V) 

1. a, b, p ; f = ^p . cot iSil (a»+ab-J-b») . n 

180" 

2. a, b, q; /^ == t^.--~ö •(«'+»'»+ b«) .}/ [q» 5«'^- i(a-b)«] .n 



Sin 



n 



3. a, b, p; S = |-1±±-.|/ [p»*w«»4.i(a^b)' «,*«*!*::] 



4. a. b, q^; Ä = |(a4.b).l/[q»-t(a— b)»] 

J/[q.,i„.l^«|(a-br] 

5. a, b, q; ,> = --j^ 



n 



# 



6. a, b, p; qr = 



|/[p.,;,,Ä + 4(a-br] 



. 180° 

fV7 



n 

Zusatz 1. 

Neigungswinkel. 

Die Untersuchungen über die Neigungswinkel der Flächen und Kanten führen 
auf dieselben Formeln^ wie die in B) 25 — 40 gegebenen. Nur ist in jenen For- 
meln stets: ^ . 

für h dessen Werth bei der abgekürzten Pyramide ^a - 

a— b 
zu substituiren. 
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Z u a a t z d. 

Oberfläche. * 

Ans den Foimdn 3. und 4. wird die ganze Oberfläche der abgekürzten Py- 
durch folgenden Ausdruck gefonden: 

O = S+i CO/ ^(a»+b*).n 

c) Die uneigentfichf abgekürzte Pyramide. 

Ein vierseitiger Korper mit parallelen Grundflachen sei so beschaffen, dals 
dessen vier Kanten nicht in einem Punkte zusammenlaufen, der Körper daher nicht 
als eine abgekürzte Pyramide zu betrachten ist . 

Die vier Seiten der einen Grundfläche seien = a, b, c und d 
die denselben parallelen Seiten der anderen Grundflädie = a^ h^j cf und A* 
die Seiten a und b, oder a' und b' schKefisen einen Winkel ein, welcher =s a 
die Seiten a upd d» oder a' und d' hingegen einen Winkel, welcher =i ß 
die senkrechte Höhe zwischen beiden Parallelflächen sei femer =s h 
so ist der Inhalt des Körpers ausgedrückt durch: 

F^^hsina [a(b-}^|W>+a'(b/+|b)]+|h sin ß [c(d+|dO+c'(ci'+|d)] 



Z u 8 a t 



z. 



Wenn die Grundflächen des Körpers Rectangel- sind, so eihält derselbe die 
Gestalt eines Pontons. Bei demselben seien: 

zwei Seiten des einen Rectangels = a und b 

die conrespondirenden des anderen as a' und b' 

' die senkrechte Höhe des Körpers a h 

so ist: f^ = ih [a(b/+2b)+a'(b+2bO] 



IV. Die regulären Körper. 

Es werde für jeden der fünf regulären Körper angenommen : 

der körperliche bihalt = V 

die Seite der einschliefsenden Figuren >= a 

die Flache jeder dieser Figoren = F 
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der Radius eines um diese Figinr^ beidiriebenen Kreises =s m 

die gesammte Oberflache d^s Körpers =: O 

der Radius der, um den Korper zu beschreibenden Kugel as r 

der Neigungswinkel der Figuren gegen einander . as <p 

A) Der Tetraeder. 

« 

Gegeben: Gesucht: 

1. r; a = 2rI/|sa|rI/6 s= l,6329»31.r 

log a at 0,2129843+fo^r 

2. a; '•«fpi «=iaKI s= 0,6123724. a 

U)gx = 0,7870156— 1+fog-a 

3. r; F^~^ =^t»l/3=:A5132002.t« 



fe^V = 0,7102868— 14.3 Ib^r 



a» 



4. a; f'ss—^ sa -j^a» 1/2 = 0,1178511. a 

logY =s 0,0713337 — 1 +/^« 



5. r; P'^rh =}r»l/3 es 1,1547005. r* 

logT SS 0,0624693+2 Iqfr 

6. a; F«2l^ =* 0,4330127. a« 

/o^F SB 0,6365006— 1+2 %a; 

7. r; = ^ = fr» 1/3 ss 4,6188021. r» 

logO =: 0,6645294+2 %r 

8. a; = a«l/3 = 1,7320508. a» 

logO = 0,2385606+2 /b^a 

9. r; in = ^ll^ as 0,9428090. r 

logm =s 0^9744237— l+fegrt 
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10. a; 



11. 



in ae 



a 



K3 



iaJ/3 SS 0,5773502. a 

hg m = 0|7614394-* 1 + /o^ a 



^ <p = 70<>31'44« 



3. r; 



4. a; 



5. r; 



6. a; 

T. r; 

8. a; 

9. rj 



B) Der Hexaeder. 



Gegeben: 


Gesucht: 


1. r; 


o SB pL as |r 1/3 Ä 1,1547005. r 


2. a; 


/b^a SS 0/)624693-i-&>^r 

a|/3 
r = -~- s= 0,8660254sa 




%r SS 0,9375306— l+2o^a 



11. 



f^ = 



8r» 
3J/3 



f^= a« 



= |t»l/3 = 1,5396007. t» 

%V = 0,1874080+3 fogr 



F = 



4r» 



F= a» 

O = 8 t» 
O sc 6a* 



s= 1,3333333. t« 
/o^ F s 0,1249387+2 logt 



m = rl/| = |rl/6 = 0,8164966. r 

%m s= 0,9119543— 1+fo^t 

'a]/2 
10. a; m s= -^— = 0»7071068.a 

&>^m = 0,8494850— l+Zb^a 



4^ <P SS 90° 



C) Der Oktaeder. 
Gegeboi: Gesadit: 

1. r; asr{/2 =s ia 1/2 = 1/4142136 et 

log-h =: 0,1505150+% r 



V V 



'" >. 
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2. a; '•»kTS =^ =0,7071668.« 

logt SB 0/8494850— l+/o;a 

3. ,; f'- :^ s= l,33333iW.r« 

logV = 0,1249387 + 3 ^r 

4. .3. ^=2:^ =0,4714045.a» 

fo^V SS 0,6733937— 14-3%a 



r 


* 


a 

1/2 


f' 


s= 


4r« 
3 


^ 


SS 


a»l/2 
3 



5. ,j ^=^ ä 0,8660254. t» 

Aj^ F s 0,9375906—1 +2 %r 

6. a; 1^-^ = 0,4330127. a« 

log F SS 0,6365006— 1+2 %a 

7. t; = 4r»l/3 = 6,9282032. r* 

logO sz 0,8406206+2 logt 

8. a; = 2a* 1/3 s 3^1641016. a* 

log: s= 0,5395906+2 2o^a 

9. r; m = rl/| s |r 1/6 = 0,8164966. t 

fe^m SS 0,9119543— l+%r 

10. a; »» = 173 = i*l/3 = 0,5773502.8 

togmss; 0,7614394— l+/o^a 
11.' ^ <p 33 109» 28* 16« 

D) Der Dodekaeder.' 
G^eben: Ciesacht: 

1. r; . o = '^^^> =:ir0/15-l/3) =0,7136448.r 

logiss 0,8534818— l+%r 

2. a; rspl— = ir(l/15+l/3) / = . 1,4012585 . a 

%rs 0,1465182+iofa 
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2 ,. rr- ä'' (5+1/5) 

4 a- ;-^- a» (5+1/5) 
*• "' '^ — 41/5—8 



= ^r» (1/75+1/15) s= ^7851638.1» 

= ia» (35+7 1/5) s= 

%ys 0,8844056+3 %a 



0,4448508+3 /o^r 
'7,6631189. a» 



5. r; F^ r»^ .1/(10— 2 1/5) ä ir« 1/(50— 101/5) = 0,8762186. t 

6. a; i?'=|a» 1/(1 +11/5) • = 



0,9426125— 1+2 /o«-r 

1,7204774. a* 
0,2356489+2 %a 



7. r; O = 2r*l/[5l/(10— 2l/5)J 



8. a; = 15a''V^(l+|l/5) 



= 10,5146223. r» 
logO^ 1,0217937+2 %r 

= 20,6457288. a« 
%0=s 1,3148164+2 /o^a 



- f 1/(10— 21/5) , ,>?7s — rr?: 

9. r; 1»= "^ 'p^^^ =|rK6(o— 1/5) 



10. a; m = al/(i+T%l/5) 



11. . Z.<p=4l6?33'54« 



Gegeben: Gesucht: 



= 0,6070619. r 

log m sc 0,7832329— l+/o«T 

• = t),8506508.a 
%mÄ 0,9297513— l+%a 



E) Der Ikosaeder. 



1 r. ^- rl/(10-2l/5) 
1. r, a— g 



2. a; r = 



5a 



1/(10—21/5) 



3. r; 



2r» 1/(10+2 1/5) 
5 



I. 





— 


l,0Dl4622.r 


log» 


11 II 


0,0217937+%r 


(10— ai/5) 


0,9510565. a 


/Oft 


^■IM^ 


0,0782063— l+/o^a 

• 




= 


2,5361506.1» 


%v 


■ 


0,4041751+3 /o^r 

M 
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'*• *' ^= 15-L3V5 ~rl»*(5+l^*) = 2,18l6850.a« 

logV=z 0,3387940+3 /o^a 

*• '5 ^- ^'*10K3^^^ =TSirt»(5l/3— KtS) = 0,4787271 .t» 

le^F= 0,6800880— i+2/o;r 

6. a; Fä^^^ «s 2,1650635. a» 

/fl^Fs 0,3354707+2 fo^a 

7. r; Oss^i^fck^ =:2r« (51/3—1/15) =s 9,574S414.r' 

lo^Oss 0,9811180+2 %r 

8. a; Oa«25a»l/3 =43,3012700.a» 

2o)pOs= 1,6365006+2 /o^a 

9. r; 1» = '1/(10;^2P ^) _ ^ r|/6(5— 1/5) " =s 0,6070619.t 

' %mss 0,7832329— i+/o^r 
10. a; m = aKI =ia]/15 = 1,2909946. a 



%m== 0|1109243+%a 



11. Z. <p =B 138« 11' 23" 



V; Der Cylinder. 

A) Der serade Cylinder. 

Es sei der körperliche Inhalt eines geraden Cylinders = V 

dessen krumme Seitenfläche == S 

dessen Oberfläche . . =: O 

der Halbmesser der Grundfläche := r 

der Durchmesser der Grundfläche = d 

der Umfang d^r Grundfläche = p 

die Höhe des Cylinders '^= h 
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Gegieben: Gesucht: 

1. h, r; V ^ r»«h = 3,14159265. r«h 

/oyV =1 0,4971499+2 /©«-r+fo^h 

2. h, d; - ^ s= ^ = 0,7853982. d'h 

logW ^ 0,8950899-,l+2/fl«rd+togrh 

3. h, p; ^= If^ = 0,0795774. p»h 

log\ = 0,0992099— 2+2 foyp+%h 

.4. S, h; ^=^ =0,0795774.^ 

, /o^V = 0,0992099— 2+2 A!^S—%h 

5. S, d; ^=X 

6. S, r; ^= — 

7. S, p; ^^ = ll = 0,0795774. pS 

U>gV = 0,0992099— 2+%p+/o^S 
,/ «h»+0h-h«l/(»»h'+2«0) 

o. U, n; r — 9 



. (20— «d»)d 

9. O, d; . f'=^ g— ^ 

10. O, r; Ft=i i 5—^ 

.1 n ,. 1 (2«6-p*)p 

11. 0, p; f^= s-j* 



12. 0,S; ^ = |S.l/(^) 

13. h, d; O = (d+2h)y = l,5707963.(d+2h)d 

hgO = 0,1961197+/o5-d+%(d+21i) 

14. h, r; = (r+h)2«r = 6,2831853. (r+b)r 

log Ol a= 0,798i798+fo^r+/o^(r+h) 

15. h, p; O=(j+h)p=(0,1591549.p+h)p 

M2 



\ '«l 



— Sä- 
le. S,h; . o = ^+s 

17. S, d; O » S+^ = S+ 1,5707963. d* 

18. S, r; O = S+2«» a= S+6,2831853:r* 

19. S,,p} OssS+^ = 8+0,1591549. p« 

20. V, h;, O =s 2(^H-l/«hv) » ^+3,5449177 HiV 



fo^V « ^+N(0,5496049+M±i2£r) 



21. V,d; = ?I±2± 

22. V,r; 0^^.^J^ 

23. V,p. 0=.^ 





24. 


V, S; 


- ^f +s 


• 


25. 

26. 

27. 
28. 


h, d; 
h, r; 

J». PJ 
0, h; 


^=s«db = 3,1415927. dh 

/o^S = 0,4971499+%d+%h 
S=2:cA — 6,2831853. rb 

hgS = 0,7981798+Aj^r+fo^h 
.S = ph 




29. 


0, d; 


^—0—^ — 0— l,.5707963'.d* 




30. 


0, r; 


.S =: 0— 2«r» = 0— 6,2831853. r* 


# 


31. 
32. 


0, p; 

V, h; 


Ä = ^-"1^ ^ O— 0,1591549. p« 
.y=2l/«tV = 3,5449077 KtV 

log S - 0,5496049+^2S±:^i2£Y 


• 


33. 


V, d; 


_4V 

• 
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34. V, r; S ss ^ 

35. V, p; S = ^ = 12;5663706.- 

*^ P P 

' logSsi 1|0992099+A>;V— /<>^p 

36. S,i'r A s |r s 0,3183099.| 

hgh z= OfiO^iSSOi—i+logS^logd 

37. S, rj Ä = ^ «= 0,1591549. j 

hgh sss 0,2018199— l+%S'-foj-r 

S ' 

3S. S, p; * = r 

. p . 

39. 0, d; Ä = ^-§ = 0,3183099.^-1 

40. P, r; Ä =5 ~— r =s 0,1591549. y-r 

41. 0,p; Ä = ^_i=^-0,1591549.p 

. S 

42. O, St A SS , ,. 

' ' |/2«(0— S) 

43. V, dj A = ^, =r 1,2732395. J 

% h s 0,1049100+% V— 2 /oj- d 

44. V, rj Ä^i =0,3183099.^ 

/o^h = 0,5028501— .l+fog-V— 2 fog-t 

45. V, pj A =s ^ = 12,5663706.^, 

fo^hsa i,0992099+/ogV->2%p 

46. V, S; Ä = ^ = 0,0795774.^ 

fog-h SS 0,9007898— 2+2 %S—/ö^V 

47. V, Oj A = ' ^ 



^^^^-v.K(v-&)^^-v-K(v-fe)] 



\ 
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48. S, h; , rf = ^ =± 0,3183099. 1 

% d 3= 0,5028501 —1 +%S~%h 

49. O, h; d = ]/ ('^+h«)-.h » ]/(Q,63b6198.0+h«)— h 

50. O, S; ; rf = ^K (^£^) = 0f7978844.1/(ä::S) 

%d = 0,9019400—1+1 %{0—S) 

51. V, h ; rf = ]/^ = 1,1283792|/^ 

%d = 0,0524551 -{-|(&>^V—/o^h) 

4V • ■ ' 

52. V, S; d = -5- 



53. V, O; 



59. V, O; 



S 



,_]/ (-4v^n^^^^ , ]/ (-^v-K(iev-^:)) 



54. S,h; r =: A - 0,1591549. 1 

%r = 0,2018199— l+/o5-S—/o-rli 

55. O, h; r == J/ ( g j__ 

56. O, S; r = ]/(2l=^j ^ 0,3989422.1/(0^^ 

log r = 0,6009100 — 1 + J /o^- (O— S) 

57. V, h; ' " 'r ^ |/J = 0,5641896}/^ 

log r ^ 0,7514251 — 1 +i (% V— /o^h) 

2V 

58. V, S; r = 



3 



^,l/(-v^nv-&))^]/(-v->/c^ft)) 



60. S, h; /^ = h 

/ 

61. O, h; p = l/«(20+«h»)— «h 
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62. O, S; p SS P^2«(0— S) « 2,5066281.^^(0—8) 

lo^p =s 0^3990699+1 /o«:(Or-S) 

63. V, h} p SS J/^ aa 3,5449077. |/J 

2oj-p =: 0^49604S+|(üo^V— &^b) 

64. V, S; ^ j»=s^= 12,5663706. 1^ 

%p = 1^)992099+% V—/^S 

3 

65. V, 0; psz V/[— 4x«V-f2«|/(4x»V»— ^«0»)J+ • 



• + 1/[— 4«» V— 2x |/(4x»V»— ^«0»)J 

B) Der schiefe Cylinder. 

Für den schiefen Cylinder gelten gleidifalk die Formeln 1. 2. 3. 41. 42. 43. 
49. 55. 61. des geraden Cylinders. 

Ist die Axe a des schiefen Cylinder» nebst dem Winkel a gegeben, den die- 
selbe gegen die Gnmdfläche madil, so enfstdieit daraus folgende 'Formeln: 

Gegeben: Gesucht: 

1. a, ocj A =s Sisina 

< 

2. h, a; a ^ s — =s hcosecac 

sma 

3. V, d, a; a ES .,*^, s 1,2732395. ^ 



log & SS 0,l04BiOO-\rUogy'-(2logd^logsinrx)] 

4. V, a, a; rf = i]X-X— = 0,1283792.1/-^ 

logA=» 0,1004946— l-H[%V—<fojr»4nfog^*i»a)] 

5. d, a, «; r^ss fd*ira«via =s l,570796ä.d*a«äia 

logV ^ 0,i96iiS7-\-2 hgd+loga-^-logsinu 

* ap' 

6. p, a, a; f^ xs ^ .sina zsz 0/0795775 . p^a «m a 

fo^V = 0,9007903— 2+2 fo5-p+%a+fog-w/a 
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Zusatz. 

Krumme Seitenfläche des schiefen Cylinders. 

Die krumme Seilenfläche des sdiiefen Cylinders ^wird durch folgende Reihe 

dargestellt : 

e ' A 1 1.3 , 1.3«. 5 , 1.3*. 5*. 7 . \ 

-S = adit^l-g5m-g5P^m»-gj-^j-g5m»-g5-^^^ 

wo m eine Abkürzungsformel für die Grofse 1 «— sin^ a bedeuiet. Also auch : 

Die Oberfläche des schiefen Cylinders wirdT erhalten, wenn man 'zu dem an- 
geführten Ausdrucke für die sdiiefe Seitenfläche noch -^ als die Summe beider 
Grundflächen a<ldirt. 

C) Der gleichseitige Cylinder. 

Es sei der körperliche Inhalt eines gleichseitigen Cylinders ss V 

dessen Oberfläche =s O 

die krumme Seitenfläche , ^= S 

der, der Höhe gleiche, Durchmesser ss a 

Gegeben : Gesucht : 

1. a; F = 4a»Ä = 0,7853981 .a» 

to^V = 0/8950899— 1+3% a 

2. S; F ^ iV^li — 0/1*10*74.81/5 

log\ = 0,1493651—1+^^^ 

3. 0}. ^ä|0]/|.-=: 0,3071059. Ol/ff 

%V Ä 0^4872883— 14-5^^ ' 

' 4. *; O =s |a«Ä s= 4,7123889.8* 

. log O SS 0,673241 1 + 2 /ogr a 
5. S; 0=8 fS 



6. V; 



7. a; 

8. O; 

9. V; 



10. S; 



11. O; 



12. V; 



O =c 
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31/2V«« = 5,5358106 . l/V« 
/o^Ö = 0,7431813 -j-ffoyV 



S 

s 
s 



= a«« = 3,1415926. a« 
log S =s 0,4971499+2 log a 

c= 2P^2V»« Ä 3,6905404. l/V* 

logS = 0,5670899-f Ifo^V 



a 



a 






3 



a 



0,5641896 .yS 
0,7514250— 1+1 fagrS 
3^ -i 0,4606589.1/0 
log a = 0,6633794 -^ 1 + 1 % 

4V 



log» 



1,0838521. l/V 
0,0349700+1 fo^V 



D) Der senkrechte schief abgeschnittene Cylinder. 

Wenn- ein gerader Cylinder durch eine Ebene geschnitten wird, die der Grund- 
fläche nicht parallel ist, so entsteht eine Elipse. 

Für deti, zwischen beiden Flächen enthaltenen Körper, gelten folgende Formeln : 

Es sei der körperliche Inhalt ^=z V 

die krumme Seitenfläche = S 

die/ gesammte Oberfläche =0 

die eliptische Durchschnitlsfläche =: F 

die grofse Axe dieser Elipse ssz p 

* die kleine *— — i— = <I 

der Durchmesser -des Cylinders s= d 

die gröfste Hohe desselben = a 

die kleiilste Höhe — - =s b 
der Neigungswinkel der Durchschnittsflädie gegen die 

Grundfläche = a 



I. 



N 



— 98 — 

Gegeben : Gesucht : 

1. d, a, b; ^=id»«(a4-b) 

2. d, a, a; /^ = -;-d^«(a— J-d towgra) 

4. d, a, b; Ä« id*(a+b) 

5. d, a, «; S ^ ix(A — Jd/angr«) 

6. a, b, a; S=^.-~ (a«— b') = |« (a'— b') coscc a 

' ' Slfl OL 



7. d, a, b; = id«[d+2(a+b) + l/(d'+(a-br)] 

8. d, a, «; . O = id44a+d( - ^^ J ) \ % 

r, \ t .X Ra—b) . (1 +1/ 1 +.f/«» u) +2 (a+b) sin ,r \ 
i). a, b, «j O = 4«(a— b)|_- ^^ J 



10. d, «; F=i^ = id'*.^c« 



11. d, a, b; F = |d:t.l/Ld»+ (a-.b)»3 

12. a,-b, «; i* — t« ««« « 



sm'a 



13. d, a, b; p = l/[d'+(a— b)'] 

14. a, b, «j p = ^^ = (a— b)*«:rx 

15. d,.«; ;,=:-_.«d.«r« 

16. d; y = d 

17. a, b, a; 7 = (a— b)«)/« 

18. b, d, a; a s= h-\-i tangu 

19. a, d, «; A = a-rdfang-« 

20. a, b, «; d = (a—b) CO/« 
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£) Theile eines Cylinders. 

a) Bei einer cylindrischen Röhre sei: 

der äulsere Durchmesser =s d 

der innere Durchmesser ' = d/ 

die Dicke der Röhre s: f 

die Höhe derselben ' ' := h 

der körperliche Inhalt := V 

Gegeben : Gesucht : 

1. d, d„ h; ^= ith(d»— d,») = |«h(d+d,)(d— d,) 

2. d, f, h; V^ «hf(d— 



3. V, d„ h; - d = 1/ (^ -<•'*) 

4. V, d, h; d, = |/(d«-^) 



5. V, d, d,; 



4V 



« (d-R^(d-d,) 

6. V,d, f; Ä = 5j^j-^ 

7. V, d, h; /=i^Tl/(id«-^ 

b) Bei einem cylindrischen Sector, der durch zwei in der Axe des Cy- 
. linders sieh schneidende Ebenen gebildet wird, sei 

der Winkel, den beide Ebenen ani. Mittelpunkte einscfaliefsen = 9 

der Halbmesser der Grundfläche = r 

der körperliche Inhalt des Sectors =; V 

die Höhe des Cyliaders = h 

so ist: ^=|r»h^ 

Ist der Winkel 9 in Minuten gegeben, so wird die Zahl ISO mit 60 u. s. w. 
multiplicirt. 

c) Bei einem cylindrischen Segment, das voil einer, mit der Axe paral- 
lelen Ebene, abgeschnitten wird, sei 

der Halbmesser und die Höhe des Cylinders wie oben; 

N2 
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'.< 



die Sehne des Segments ^ 

der Pfeil des Segments 

der Winkel, welcher jeher Sehne am Mittelpunkte correspondirl 



= b 

= 9 



so ist: 



Gegeben : 
1. r, h, <p; 



Gesucht : 

F' = |r*h (tp — sincp) 

2. a, b, h, 9; /^ = ^^ \ 8b ) • (^— '^''*^) 



Anmerkung. Der Bogen 9 in Fonnel 1. und 2. Ut vorher in Theilen des Halbmessers auscudrncken. 

d) Bei einem huf förmigen Abschnitte, der von einer wiUkührlich gc^en 
die Grundfläche geneigten Ebene ADEB abgeschnitten wird, seir 



der Halbmesser der Grundfläche 



• / 



die Linie HC 

die Linie AB . 

1 

V 

I 

die Linie BC 

der körperliche Inhalt 

die gekrümmte Wandfläche 



a 



= b 



= q 



V 
F 




1. 



2. 



3. 



so ist; 

^ = Ä [''(3r*-b')-3r»(r-a) . arc^f'n \] 

oder: 
^ = ^ [Sr^ (a— r) . arc cos ^^ + (3r*— 2ar+a^) . l/(2ar— 'a«)] 

und 
fi = ^ (st'^T) > arc cos H" ^ 



M 
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yi. Der Kegel 

A) De't gerade Kegel. 

Es sei der körperliche Inhalt eines geraden Kegels = V 

dessen krunune Seitenfläche = S 

die gesammte Oberfläche = O 

der Durdimesser der Grundfläche = d - 

der Halbmesser der Grundfläche = r 

der Umfang der Grundfläche = P 

die Seile des Kegels =£: a 

der Neigungswinkel der Seiten gegen die Grundfläche = u 

die Höhe des Kegels _ sc h 

Gegeben: Gesucht: 

1. d, h; V z=^ iVd*irh = 0/2617994-d'h 

fog:V = 0,4179686— 1+2 fo^d+foffh , ^ 

2. d, a; V ^ iVd'«l/(a»— id^) = 0,2617994. d^ l/(a^— 0;25d^) 

logV ^ 0,4179686— l+2fog'd-H/og-(a»--0,25d*) 

3. d, a; V — ^dP-K fang a = 0,1308997 . d» tang a 

fog-V = 0,1169386— 1+3 %d+/og^fr7/igTx , 

4. p, h; f^= ^ = 0,0265258. hp« 

logV = 0,4236649— 2+%h+2fo^p 

5. .p, a; /^ = ^ V'y(^'''^—"\f) _ 0,0265258 . p* l/(9,8696044a»-- 0,25p') 

6. p, oe; f^ =s ^tU22SJl — 0,0042217 :p«foiwfi-a 

foyV = 0|6254874— 3+3fog:p+fog-/ang-a 

7. h, a; ^=is f«h(a»—h*) = 1,0471976. h(a«—h*) ; 

logV = 0,0200286+/og-h+%(a»— h») 

8. h, a j F'—^'h** cot' a = 1,0471976 . h» cot* « 

log V s= 0,0200286+3 %h+2 log cot <x 

9. a, «; /^:= ^a?itco^oinna s= 1,0471976. a'coj'a*«« 

fogrV = 0/)200286-}-3fo^a-f2/og:«w«-j-%*«a 
10. r, h; -^ = |t»irh = 1,0471976. r»h 

logV =i 0,0200286+2 logf\-hgh 
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log\ = 0,0200286+2 /05T4-|fo^(a»—r«) 

12. r, a; /^ s= ^T^ntanga s=s 1,0471976. r»/<inga 

fo^V = 0/0200286+3 /o^-T+Zog-iong-a * 

13. S, d; V= i%d«*l/(^-id-) = 0,2617994. d. ' 

• . 1/(0,4052847 . S*— 0,2^ d«) 

14. S,h; f^=|«b[l/^+|)-|]=X0471976.h. * 

• . [1/(0/1013212 S' + 0,25 h«) — 0,5 h*] 

15. S.P; ^ = lS;K( f^ = 0,0265 258.p^ - 

•. |/ ^15! _ 0,0253303 p») 

16. S, a; ^= |KG'-^0 = 0,1061033. S»J/(a*~|) 



17. S, O ; 



= j1/E 



» S»— (O— S)^].(0— S) 

sc 



18. d, a; O = (2a+d)^ = 0,7853982. d (2a +d) 

Zog- O = 0,8950899— l+/og-d+fo^(2a+d) 



19. d, h; = 4dÄ[d+2l/(id*— H')] = 0,7853982.d[d+2l/(0,25d»— h»)J 

fog- = 0,8950699— l +fog-d+ * 

• + log [d+ 2 1/(0,25 d*— h')] 

20. d, a; O = id*«l — ' 1 = k ^— = 1,5/0/963.- 



CO«« 

/oß-0 = 0,1961198+2 %d+ * 
* -\^ log cos ^a — Jogcosa 



21. p, h; O = ^[l/(FPS^+p] = Ö,0795775.p. • 

• .[i/(p*+39,4784176h»)+p] 

22. p, a; = (2a + £)| = 0,25p(2a+0,3183099p) - ~ 

logO ^ 0,3979400— l+%p+/og-(2a+0,3183099p) 
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23. 


p. «; 





24. 


b, a; 





25. 


h, «;' 





26. 


a, a; 





27. 


r, a; 


O 


28. 


r, h; 






29. r, a 



30. d, h; 



31. d, a; 



32. d, a; 



36. b, a; 



37. b, a^r 

38. a, ot; 
.39. r, a^ 

40. r, h; 

41. r, a-y 

42. V, d; 



4«\ CO^ce / * xcosa COSa 



2h*Ä CO^rx co**|« 



= r 



rt[a«— h*+a}/(a*— h«)J 
r cQ.ya(l+go.ya) "| 

a^Ä[co*a(14-«>ja)] = 2a*ÄCO^aco5^|a 

(a+r)'^ 
^[r+l/(h^+0] 

/ l + co-yrA _ 2r^«:cQA^j« 

\ COS<x J "" 



cosot, 



^ = ^ d« KP^TE^ = 1|5707963 . d ViOßb d» + h») 

% S = 0,1961198+%d4-| fogr (0,25d»+h») 

Ä = ^ = 1,5707963. ad 

fog- S = 0,1961198+%a+fo5-d 



5 = 



(1«-f -. d* 

'^ "^ = 0,7853982. 



33. 


P, hj 


.y 


34. 


p, a; , 


A' 


35. 


p> «; 


5 



4cO«(X '" cos<* 

logS = 0,8950890— 1+2% d—fo^-co*« 
_ .pj/'H+4h^ = 0,25 p V(0,1013212p^+ 4h') 

= ^ap 

=s , f Ä 0,0795775. -£^ 



S=^ 



S^ 



Avcostt '' cos<* 

logS =s 0,9007903— 2+2 /ög-p— '/«ig' «w« 

l/(a«--h'') =; 3,1415926. al/(a»—h') 

logS = 0,4971499+%a+|/<»^(a»— h'> 

Li'« cosa 



jJCl 



S 



Ä = 



1— CO«*« - 

:= a*«co*« 
:= Aar 

-^rtl/F+i^ 



r^Ä 



cos OL 



= K^n^^) = |/ (^+«^.68503 d.) 
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* »^ V p' ^«»y y \ p« ^^ 157,91 ä67öy 



44. V, h; 



52. 


h, a; 


53. 


h, a; 


54. 


a, a; 


55. 


S, Ii; 


56. 


S, a; 


57. 


S, 0; 


58. 


V, h; 



-^= |/(3:chV + ^) =^ l/(9,4247779hV + ^) 



45. h, a; rf = 2 ]/(a»— h») 

46. h, a; d s=z 2h co< a 

47. a, a; <i =z 2a cos a 

48. S, h; . rf = )/[-2h»+J/(l^+4M)] 

49. S, a; rf =s — ~ 0,6366198.- 

«a a 

% d == 0,8038801 — 1 4- % S -- /«^ a 

50. S, O; rf = 2]/75HlJ 

51. V, h; , rf = iX^ = 1/9544100.1/^1 

fog^ d = 0,2910157 +1 (%V-./o^h) 

;»• = 2k |/(a«— h') 
p := 2hx CO/ a 
^ = 2ancO£a 

A? = ]/[— 2h««»+2Jt 1^(45« 4-h*«=)J 
^ 2S 



;? «= 2 1/(0— S)« 

;, = l/(i^ = 6,1389600. j/J 

log p « 0,7881656 + ^^^^^-^^S^ 

I 

59. d, a; Ä = |/(;«Zrp») 

60. d, a; Ä =s Id/ang-a 

61. p, a; h = ]/ (ä«— liy= l/(a»— 0,0253303. p') 



— 105 — 

62. p, a; Ä SS P^^" = 0,1591549.p/an^« 

loghss 0|2018199— l+fog-p+Zog'tong'« 

63. a> <x; h ss astn»' 

64. S, A; Ä Ä ]/ (^ — |d») = ]/ (o,4052848 . |* — 0,25 . d») 

65. S, p; Ä = |/(^-^) = l/(^- 0,0253303. p«) 

66. S,a, Ä cd k2EEEl) = 0,318*399. KS5E13 

logh^ 0,5028501— 1+1 /o5-(a««*—S«)—%a 

«'•s.o. * = 1/P^§^ 

19V V 

68. V, d; ,Ä = ^ = 3,8197186. J 

fog-h =s 0,5820313+% V— 2 /og-d 

15«V V 

'69. V, p; Ä SS i^ = 37,6991118.-^ 

logh = 1,5763311+%V— 2/b^p 



+K[-^-K(^-Ä)] 



71. d, h; o = V(h»+id»> 

' *■ d 

72- «»'«5. ^ = 27 ^ 

73. p, h; a = l/(k' + ^) = V(h»+ 0,0253303. p») 

74. p, «: a = s— ^ — = 0,1591549 . -E- = 0,1591549 . p *^c « 
'*• "' ' 2« CO«« ' cos» ^ 

logti = 0,2018199— l+%p—/ö^ CO*« 

h 

75. n, «; o = 



1. 



K(l +2 CO* «) (1 — 2 cos «) 

O 
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76. S, d; ö = g = 0,6366198. 1 

%a = 0,8038801— l+Zog-S—fo^d 

77. S, p; ö = — 

P 



78. S, h; 



.=l/K+K(l^*)] 



79. S, O; a 5= ^ 



K«(0— S) 
80. V,d; a = k2^gpEÜS 

82. V, h; ' a = "[/(l^ ' . 



2h 

83. d, h; tanga = -=- 

84. d, "a; cosa, =: ^r- 

85. p, h; tonya = li^ = 6,2831853.-- 

logtanga = 0,7981798+/og-h— /og-p 

86. p, a; co«a = gE- = 0,1591549.2- 

log COS OL = 0,2018199 — l + Zog^p—^a 

87. h, a; sina =z -^ 

a 



B) Der schiefe Kegel. 

E.S sei der körperliclie Inhall eines schiefen Kegels = V 

der Durchmesser seiner Grundfläche ^ = d 

die längste Seitenlinie des Kegels ' = a 

die kürzeste — — — = b 
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die Neigungswinkel dieser beiden Seitenlinien gegen die 

Grundfläche =s ß uhd y 

der Winkel, den diese beiden Seiten an der Spitze des 

Kegels einschliefsen = « 

Gegeben: ^ Gesucht: 

1. a, b, d; V z= ^cbtl/(2d«a»+2d»b*+2a»b»— i*— a«— b*) 

2. a, b, a; y =i^ab««na|/(a*-J-b« — 2abco«a) 

3. a, fty; f == -jV»'*«» ßf^^Ö2:l? 

L siny J 

. 4. d,fty; ^«Äd»«fSf^ 

5. a, b, a; d =s l/(a» -j- b« — 2ab cos a) 

6. a,|3,y; ^^ a./»(^+y) 

7. d, ii, y; a = - ; . /^ . 

sm (ß-f-y) 

's. d, b, y; a = l/(d»+b«— 2dbco^y) 

9. d, öc, ß: * = — : — i- 

sma ^ 

10. d, 3, y; ^ 6 = . .^ , v 

«»(ß+y) 

Zusatz. 

Krjimme Seitenfläche des schiefen Kegels. 

\ 
Wenn zur Berechnung der krummen Scitenfläcihe eines schiefen Kegels ge- 
geben ist: der Durchmesser d, die Axe q und der Winkel <p, den dieselbe gegen 
die Grundfläche macht, so wird die Seilenfläche durch folgende Rcilie ausgedrückt: 

. ■ 1.3.5 / 1.3.5 . a.S.T.m" , 5.7.9.m« \ fo<*y "l 
"^4.16.36 \ n« ~ n^» *■ n" / 5 ""\ 

. O 2 



wo m eine Abkürzungsformel für 
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d 



2q sin a 



und n — — — für S—i^ — -^^ ^ bedeutet 



q sm a 
(Siehe Euler in Nov. act. Aceid, Petrop, IIL 89.) 

C) Der abgekürzte gerade Kegel. 

Es sei der körperliche Inhalt ein^s abgekürzten geraden Kegels = V 

der Durchmesser der beiden Gtundfläcben = d und d/ 

die Seilenlinie* des Korpers = a 

. der Winkel, welchen diese mit der GrundflSche macht c= a 

die Hohe des abgekürzten Kegels = h 

Gegeben : Gesucht : 

1. d, d„ h; ^= Äich[(d + d,)«-dd;] = -i^rfl(d»+dd |+d|') 

2. d, d„ a ; r= -jV« (d*+dd,+d;^) • l/[a*— i(d-d,r] 

3. d, d^ a; f^ 5=3 ^^(d—d,) (d' + dd,+d,») to/ig-a 

4. d, a, a; /^ s^ ^sta^ün a(3d*-«6ad€X>^a-|-4a*co^*a) 

5. d, d„h; S = i«(d+d,).l/P»»+i(d— d/)*] 

6. d, d;, a; ^ s= i«a(d-f-d/) 

• cosa 

8. d, a, a; ij =r «a(d— acofa) 

9. d, dft h ; O- = i« [2 (d+d,) . l/|>'+i(d— d/)'] +d»+d,'] 
10. d, d,, a; = i«[(2a+d-{-d,)(d+d,)— 2dd,] 

11. d,d„«; o = i«[(äi^^+d.+d,.] = - - 

, _^ . r d''(2co^«+l)+d,«(2coja— in 

*' L O0*a J 

12. d, a, «; = |«[(2a-f-d)d4-|a«>*a(«>*a— 2(a+d))] 

13. d„ a, a; d = d/-{-2a«wa « 

14. d„ a, h; d =s 2l/(a«— h')+d, 



■ .5. v.a,.,. .= l/'(fr^_| 
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16. S, d/, a ; rf a= — — d/ 



«a 



a 



17. O, d,, a; d = )/ (^ ~ 2 ad, — d,« + a») — 

18. d, a, h; d, sr d— 2|/(a»— h») 

20. S, d, a; d, =z — — d 

9ra 

21. 0, d, a; ' d, = J/(^ — 2aa — d'+a») — a 

22. d, h, a; d, = d— 2h co^a 

23. d, d„ a; a SS , ~ ^ 

24. d, d„ h; a =s l/[h»-j-|(d--d,)«l 

25. S, d, d,; a = ;^^^ . 

^-(d+d,)«+2dd, 

26. O, d, d,; a = 2(d4-d,) • 

27 V d d,. a- K[144V' - Rd»qpa ?n^ 

28. d, d/, a; Ä = |-(d— d^)f(Z»^a , 

29. d, d,, a; Ä = l/[a«— |{d— d,)«] 

<«» VI j j * 1/[4S»— |«'(d«~d,')'] 

30. S, d, d,; Ä == «(d+d,) T^ . 

31. o,d.d,; ^^V^E^^^TE^m 

*(d-j-d/) 
32. V, d, d,; .A = „[(d+|J-.dd,] 

D) Abschnitte eines Kegels. 

Bei einem Luflcirmigen Abschnitte, der dnrch eine, parallel mit der Seite des 
Kegels gelegte Ebene CD, entstanden ist, sei 
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der Radius der Gnindfläche 



die Höh0 des Kegels AB 



der körperliche Inhalt desselben 

die gekrümmte Wandfläche desselben 



so 4ät 



1. r 



= ^t'^'- 






=r h 



die Höhe d^s hufförmigcn Abschnittes C£ =: q 



» V 



= F 




arc cos 



h— 2q 



(6h' +4hq— 16q-) . |/q(h~q)l 



und 



2. /' = 



rVch' + r') 



.[h*. 



arc COS 



h— 



2q (6h— 4q).i/q(h— q) -j 



Vn. Die Kugel. 

A) .Berechnung der ganzen Kugel. 

Es sei der körperliche Inhalt einer Kugel = V 

deren Oberfläche = O 

der Durchmesser = d 

der Halbmesser = r 



Gegeben 

1. d; 

2. r; 



Gesucht: 



log V 
4«r* 



r 



3 
log\ 



— 0,523598775598 . d» 

= 0,7189986223—1-1-3 logA 

= 4,188790204786.1-» 

= 0,6220886095+3 /ogT 
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3. O; 'f^ssj/^^ss 0,094031597258.01/0 

fo5^V= 0,9'732738134--24-^fogO 

4. d; O = «d« = 3,141592653590. d« 

log O = 0,497149872694+2 %d 

5. r; = 4«' = 12,566370614359. r* ' 

fo^Ö = 1,0992098642+2 fogr 

6. V; ' Ö = 1/36 V«« = 4,835975862048. l/V» 

%0 = 0,6844841246+1 /og-V 

7. V; rf = KT ~ 1,240700981799. l/V 

% d = 0,09368 1 1443 + k log V 

8. O; rf = l/^ = 0,564189583548.1/0 ' 

. %d s= 0,7514250636— t+^7o^O 

3 ■ ■ 

9. V; r — 1/^^ = 0,620350490900. l/V 

log r = 0,7926402233 ^ 1 + J % V 
10. O; r = l/^S — 0,282094791773.1/0 

% r = 0,4503950682 — 1 + 1 % Q 

• I 

ß) Berechnung- einzelner Theile der Kugel. 

a) Allgemeine HUlfülinien. 

Wenn eine Kugel irgendwo von einer Ebene geschnitten wird, so sei: 
der Halbmesser des Durchschnittskreises "= t 
der Absland des Mittelpunktes dieses Kreises von der Ober- 
fläche der Kugel (der Pfeil) = f 
der Abstand des Mittelpunktes von dem Mittelpunkt der Kugel = q 
der, dem Durchschuiltskreise am Mittelpunkte der Kugel, cor> 

respohdirende Winkel ' = (^ 

der Radius der Kugel = r 



1. 




t; 


2. 




q; 


3. 




«; 


4. 




q; 


5. 




f; 


6. 




qj 


r. 




«; 


s. 




fj 


9. 


H 


t; 


0. 




«; 
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I 

Gegeben: Gesucht: 

/ = KitHre— q 

q == r — f 

9 = TCOS^a , 

11. «, f; y=rL_i 

12. f,t; '' = ^-2r 

13. f, q; r = f +q 

14. t, q; r = l/(q*+l') 

\ * 

b) Der sphärische Ausschnitt (Sector). 

Es sei d^r kurperliche Inhalt elries sphärischen Sectors .=: C 

die sphärische Fläche desselben = S s ~ 

die gesaninüe Oberfläche ss O 

Gegeben : Gesucht : 

1. r, f; C = |t'«f = 2,0943951. r*f 

logQ = 0,3210586-f 2/o^r4-fog'f 

2. r, l; C ==' |r««[r— l/(r»— t')] = 2)0943951 . r» [r — l/(r» — l«)] 

logG=rz 0,3210586+2 /ogT+/0S-[r—l/(r*—l»)] 

3. r, q; C = |r*«(r—q) = 2,0943951. r»(r--q) 

logC = 0,3210586+2iogT-f-fog'(r— q) 

4. r, a; C sts |r*«(l— co^l«) =s ^■\^'KCOSvers\a «= ^ — — = * 

• Ä 4,1887902.1» wV|a 
/og- C = 0,6220886+3 /o5'r+2 hg sin -J a 
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5. f, t; C=i*.^^ = 0,5235988.^^^ 

/o^C Ä 0,7189985--l+%(f»+t«)— %f - 

6. t, q ; C = I* [(l/ (7Tt^- q) • (t' + q')] = 2,0943951 . ' 

• . [(]/(?HFÖ-q) . (t'+q')] 

%C =? 0,3210586+fogr[a/(q'+t*)-q).(t*-+q')] 

•$ =s 2rfo 

Ä=s 2rt|/(t*— t») 

Ä = 2r«(r— q) 

1$ = 2r*«(l— co*|a) = 4r*«*»»«4* 

Ä = «(f»-ft«) 

Ä = 2«[t«+q«+ql/FF?)] 



7. 


r,U 


8. 


r, i; 


9. 


r. q; 


10. 


r, a; 


11. 


f. t; 


12. 


t, q; 


13. 


r, f; 


14. 


t, 1; 


15. 


r, q; 


16. 


r, «; 


17. 


f, t; 


18. 


*. q; 



21. C, r; 



22. S, r; 



O « «r[2f4-|/(2rf— P)J 
O = «r [2V(i*— t»)+t] 



. O = «r [2(r— q)+l/{r«— q»)] 
O = «r*[2(l — co*|^a)+«Bja] = 5nr*(4*»B"|a-f-«»|a) 

(2f+t).(P+t«) 
" — *• 2f 

O = «[2l«+2q»+(2q+t).l/(?T?)] 

19. C,r; /=|gj = 0,4774647.^ 

to^f = 0,6789412— l+ZöffC— 2 /oyr 

20. S.r; /= A = 0,1591549. f 

%f =: 0,2018199— l+fogrS—fo^r 



^ ^ ]/(4r>«-3C)3C ^ o,2756645.^^rC(4r»«-3C)1 

2rjt . t 

/og-t s= 0,4403808— l-K%[C(4r«*-3q]—2/o^ 

, ^ V3^=l2 ^ 0,1591549. t^i^HES 

7o^t = 0,2018199— l+|%(4r*«~S»)—fo5^r 



I. 



/ 
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23. Cr; 9 = r-^ « 0,4774647.^ 

24. S,r; ^ = r- A « r__-_^ 

25. C«; >=,]/(^ 3C J^T/riZgZZ) 

' ' »^ \2«cojt;«r*|a/ »^ \4« «b» (45 -f-| «)/ 

26. S, a; r = ]/ ( - > ^ J = 1/ (^j-—^-— -_) 

s 

c) Der sphärische Abschnitt (Se^ent). 

Es sei der körperliche Inhalt eines sphärischen Segments, = G 

dessen gesammte Oberfläche ^^ Q 

Gesucht: 

G = P«(r-|0 - 

G zs I« [2r»--<2r«+t«) .l/(r»— t»)] 

C = |«(r-q)».(2r+q) 

G s= |r»«(l,— co*|a)».(l+|co*|a) = |r««(2^-3co«|a+co*»4a) 

C = «f(|t»+if») .... 

<? = i« [2(q«+t»). V(l»+q«)— q(2ii»— 31«)] . 

(> = «f(4r— 

(> = «[2t*— 2r]/(f''-t'')+t«] 

() = «(r--q).(3c+q) 

() = «r*(l— CO* |^a).(3+co*|a) 

() = it(2t»+f») 

P = «[3t«+2q»-2ql/(q»4.l«)] 
13. G, r; / )/ [3G-2r»«+K3G(3G-4r»n)j .^ 

3 

, 1/ pG— 2r»«— |/3G(3G— 4r»w) | 



Geget 


»en: 


1. 


r, 


f; 


2. 


r, 


t; 


3. 


r. 


q; 


4. 


r, 


«; 


5. 


f, 


»; 


6. 


t, 


q; 


7. 


r, 


f; 


8. 


'? 


♦; 


9. 


r, 


q; 


10. 


r, 


«; 


11. 


f, 


t; 


12. 


t, 


q; 
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14. Q, ,; / = ^-y(*£^) 



3 



15. G, t; t = l/\t* ]/ (3G~2r^).(3G-2r»x4.V3G.(3G-4r»«))~2r««» , 

\ 



17. G, r; q 



3 . 

_ lXf 3G~2r»«+l/3G(3G--4r»«) ^ . 
» I ]/^/' 3G~2r»K--|/3G(3G-^4H^ N 



. ■ ]/ (' 3G^2r»«— 1/3G(3G— 4r*«) A 

20. Q,r; «,..!«=. ]/(^^-l 

Zusatz 1. 

Die sphärische Fläche des Segments ist offenbar dieselbe» wie bei dem Sector, 
und wird durch die Fonneln 6. 7 — 12 berechnet. 

Zusatz 2. 

Die Formeln 13 — 16 haben aufser ihrer verwickelten Gestalt noch den be- 
sonderen NachtheiU dafs sie. sich bei' näherer Betrachtung, als zu dem irreduciblen 
Falle der Cardan'schen Formel gehörig zeigen. Die unter dem Quadratwiirzelzeicben. , 

P 2 ' 
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befindliche GröDse mrd jederzeit eine unmögliche Gestalt annehmen, obgleich der 
gesuchte Werth iivirklich möglich ist. . Bei der Anwendung auf bestimmte Fälle, 
wird es daher nöthig seyn, ' sich der ursprunglichen Gleichungen zu bedienen und 
diese durch ^ne der Nähemngsmethoden aufzulösen. 
Es sind folgende:^ 

13. p--3rf« + — äO 

14. t« + 3,'t«-^^^''T^<^' = 

15. q».i,.3r«q — — — ^— — =i 

16. co^ia — 3co*|a — — --7— — = 

a * r*« 

Zusatz 3. 

Wenn gegeben ist der körperliche Inhalt eines sphärischen Sectors = C 

der körperliche Inhalt des demselben correspon- 
direnden sphärischen Segments = G 

so wird der Radius der Kugel, zu welcher diese Theile gehören, ausgedrückt durdi : 



. = j/(3c.2£il^^lb!2) 



Z u s a 1 1 4. 



Wenn von einem Kugelsegment ein Stück durch eine senkrechte Ebene ab- 
geschnitten wird, deren Abstand von der ßlitte der Grundfläche des Segments s= a 
ist, während diese Mitte von dem Mittelpunkte der Kugel um b absteht, so ist der 
körperliche Inhalt dieses Stücks 

= I abp -j- ^T^'Orc /ö/zg'-p — j-b (3r*-^b^) . arc tang^-^ |a (3r*— a^) . arc fang ? , 

au a D 

wo p die Abkürzungsformcl 

]/(ra— a*— b*) 
bedeutet. 
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d) Die sphärische Zone. 

Bei einem zwischen zwei parallelen Durchschnitfskreisen enthaltenen Kugel- 
stücke sei : 

der körperliche Inhalt 

die sphärische Seitenfläche 

die ganze Oberfläche 

die Radien der beiden Grundflächen 

deren senkrechter Abstand oder die Dicke der Zone 

der Abstand der Mitte der grolsten Grundfläche vom 

Mittelpunkte der Kugel 
der Radius der Kugel 



Gegeben : 

1. r, e, q; 

2. m, n, e; 

3. r, e; 

4. r, q, n; 

5. m^ n, e; 

6. r, e, m, n; 

7. r, m, n, q; 



Gesucht: 

J^= 9ce(r*«--q'«— qe — |e*) 

Z = Jflre(3m*+3n»+e«) 



2re9t 

2nt [I/(r*-|n^)-q] 



= Z 
= P 
= H 

= m und n 



= q 



/> = e«l/[8r»— m*— n*+2Vm«n*--.4r«(m*+n»— 4r»)J 



i5r= «(re+m*+n») 

ir= « [rl/(r*— |n*)— rq+m*+n«] 



Zusatz. 

Wenn von einer Kugelzone durdi eine senkrechte Ebene ein Stück abge- 
schnitten wird, so entsteht beistehende Figur. 
In derselben sei: 

der Radius der Kugel = r 

der Abstand der grofseren Grundfläche 
vom Mittelpunkte;^ oder AB xs b 

der Abstand der kleineren Grundfläche 
vom Mittelpunkte, oder AG sc c 

der Abstand der Durchschnittsebene 
von der Axe der Zone, od^r BD aa a 
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Zur Abkürzung bedeute ferner: 

p — j/(r»— a*— b") (Werth der Linie FD) 

und y = |/(r»— a«— c") (Werth der Linie GK) 

so ist der körperliche Inhalt des Abschnittes ausgedrückt durch: 

V =\z (3r'— c*) . arc fang ^ — |b (3r»— b») . arc tang ^ + ^a (a*+3r») . * 

* Aare tang '-<^^ arc tang '']'•{' l Volare fang — ^^ arc tang — J-|" * 

* +4'a(r*--a*). f örcfa%^*--arc/a;j^P-j-j-|a(bp---cq) • 
und die farumme Wandfläche des Abschnitts: 

/• = 2r *c. arctang^'\^x . arc tang — ^^^ . arc tang -"^^h. arc tdng^^^^ * 



« . ab , b"l 

— r . arr tang j- a . arc tang — 



{Für die AbieitiiAg dieser Fozmelu siehe Lehmua Angaben aus der Körperlehre 88 — 94.) 

Verschiedenartige Körper, welche aus der Drehung von Kreis- 
abschnitten entstehen. 

A) Ringförm-ige Körper. 

Wenn ein Kreis sich um einen Punkt dreht, welcher in der erweiterten Ebene 
dieses Kreises liegt, so J)es€hreibt er einen ringförmigen Körper. 

Bei diesem ringförmigen Körper sei: 

c 

der körperliche Inhalt des Ganzen z= V 



die Oberflfi^che desselben 

der Radius des erzeugenden Kreises 

der Abstand AB der AUtte dieses Kreises, von der 
Miilc des Ringes 



= F 




^ 
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so ißt: V r=s: 2Ä*r«a 

'Zusatz. 

Wenn sich istatt des ganzen Kr^ises^ nur das Segment ECD um den Punkt 
B drehty so sei für den entstehenden Korper: 

det Abstand der Sehne von der Mitte des Kreises GB = m 

die halbe Sehne des Segments GD = q 

der körperliche Inhalt , = V 

die sphärische Fläche des Ringstückes = F'^ 
und es ist: 

1. V^ = 2«[maV(r*— m») + r*a.örc^m^ — |V'(r*— m')^ + l^] 

oder: 

2. V^ = aÄJmaq + r^a.arc«/* — HP|(r»— ij»)l , 

und ' 

3. F^ — 2«T[a.arc«'/j™ + l/(r*— m^)±r] 

Anmerkung. In den drei letzten Formefai gilt das untere Zeichen, wenn der Punkt G, wie in 
der Figur» jenseits des Mittelpunktes A Hegt» das obere hingegen» wenn der Punkt G zwischen 
A und B £alk. 

E) Die sphärische Spindel. 

Wenn sich ein Kreissegment um seine Sehne dreht, so entstehl ein Körper, 
dessen Cubikinhalt bezeichnet werde durch s=: V 

seine sphärische Oberfläche = O 

die Sehne des Segments ^ = a 

, deren , Ab$taud^ vom Mittelpunkte des Kreises. = q 

der Pfeil des Segments = f 
der Radius dös Kreises = r 

Gegeben : Gesucht : 

1. r, q; r = f « (2r»+ q«) . l/(r'' — q') — Sr» q« . arc cos ^ 



2. r, a; f^ = j a« (3r«— ; a") — 2t*« . ]/(r'— ^ a'O • arccos ^ 
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^ = I« l/[(2r— 1)0 • (3t»— 2rf+^) — 2r»« (r— f)-. arc cos 



r— f 



O x= 4r)t ||/(r»— q») — qarccM3,J 



O 



= 4r«j_|a — !/('* — 



VI 



r J 



O = 4r«ri/(2r— f)f— (r— f).arc£»^^^^^ 



3. r, f; 



4. r, q; 



5. r, a; 

6. r, f ; 



Anmerkung. Auftföhrliche Untenudrangen über Koxpcr dieser Art finden sich in CavaJeri Oeomei, 
indiv. ccnt, pag. 100 £. 

C) Körper, welche aus der Drehung eines convexen Kreis- 
bogen entstehen. 

In beistehender Figur bt ACE ein Quadrant und CDBE ein Rectangel. 

6 ' 3 

Es sei ferner: 

der Radius des Quadranten A£ = a 
die Breite des Rectangels EB = b 

a) Wenn sich die ganze Fläche ACDB um die Linie DB dreht, so wird der 
körperliche Inhalt des entstehenden Körpers ausgedrückt durch: 

f^ = « (f a» + ab* + |ö*b) 

b) Wenn sich hingegen nur die Fläche AFKB um die Linie ^KB dreht, so 
ist der körperliche Inhalt des entstehenden Körpers: 

^V ^s=i icoL (a*+b*) + «bm |/(a*— m^) + «a^h • «''^ sin — — |ifm* 




« 



wo die Linie BK = m gesetzt ist. 
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D) Körper, welche aus der Drehung concaver Bogen ents4ehen. 
Der Bogen BD sei ein Quadrant, 



dessen Radius AB 



die Linie BC 



a 



= b 








^ 



e 



, a) Wenn sich die ganze Figur BCED um die Axc G£ dreht, so bat der ent- 
stehende Körper den Inhalt: 

V z=z «a[|a» + 2ab + b^ — |(a»+ab)«] 

b) I Wenn sich hingegen nur das Profil BCFG um die Axe CG dreht, so ist 
der Inhalt des entstehenden Korpers ausgedrückt durch: 

V ^ «m(2a»+2ab+b«)— (a+b),ian.V^äV^^ 

wo die Linie CG = m gesetzt ist. , 



a 



Anmerkung. Untersuchungen über ähnliche, fiir die Berechnung der Geschützrölire wichtige Kör- 
per, finden sich bei Leonhardi 3ter Band, Abth« VI. 

£) Körper, welche die Gestalt eines Fasses darstellen. 

Wenn sich das Profil ABCDE um die Axe A£ dreht, so entsteht ein Körper 
von der Gestalt eines gewohnlichen Fasses. 
Bei diesem Körper sei: 

der Durchmesser der Mitte des Fasses C 



(= 2 CF) = D ^ 

der Durchmesser des Bodens (s= 2 AB) =: d 
die Länge des Fasses AE = a ^ 




^^ 



a) Wenn es bei der Berechnung des körperlichen Inhalts eines Fasses nur 
auf eine ungefähre Annäherung ankömmt, so kann dieselbe durch folgende beide 
Formeln erlangt werden: 

(2D^+d>« 
1- ^ — If 



. r=e-D'- 



I. 
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Von diesen Fonneln giebt die erste den kpiperlichen Inhalt eti^as zu grofs, 
die zweite etwas zu klein an. 

Das arithmetische Mittel zwischen beiden ist: 

3. /^=g(5D«+2Dd+2d») 
h) Wird die Curve BCD als ein Kreisbogen angesehen^ so ist: 

^ — •«[« i--2-i 8(D— d)« : 

• 3[a'rKD~d)»p. (a'~D»-fd') 4a(D-d) -] 

16(D— d)» • '''^^ *'" a»H-(D— d)»J 

(^ Wird die Curve BCD (die Krümmung der Fafs- Dauben) als parabolischer 
Bogen angesehen, so ist: 

^ = Vs«a(^ + Dd + 2D') 

d) Ist hingegen der Bogen BCD conchoidisch, so wird: 

TT 1 T^^rSD'+d^ lyTfK — 3^ 1 3ad— 3d.]/(D^— d«)^ dl 

* L 8a^ ^ ^ ^~ 2}/(D»— d') I>J 

(Siehe über die Ableitung dieser Formel: Lebmus Aufgaben aua der Köxperlehre 106 flu) 
Als Annäherungsformel Tdr denselben Zweck dient: 

(Siehe Müller, Versuch den Inhalt der Fässer, durch Anivendung der Muschellinte zu linden.) 



Zweite Abtheilung. 



* 

Formeln zur Trigonometrie und Goniometrie. 
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Erßter Abschnitt 



Formeln zur Auflösung der ebenen und 

sphärischen Dreiecke. 



' / 



I. Formeln für ebene Dreiecke, 



A) Auflösung der rechtwinkliclien ebenen Dreiecke. 

In einem rechtwinklichen ebenen Dreiecke sei: 

die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten = a und b 

die beiden spitzen Winkel = « und ß 

so dals jL a der Kathete a, und Z. ß der Kathete b gegenübersteht. 



Gegeben : 


Gesucht: 
die Hypothenuse 


Formel : 


a) die Katheten a 


1. A = K(a*+b') ^ 


"und b 


. der Z. oc 

* 


a 
2. fang a = j- oder 

«3- cot a 3= — ^ 

a 




der Z. ß 


1 \ b ' 
4- f^ns: ß = — oder 

\ ° a 

5. cot ß = r- 


b) die Hypothenuse h 


die zweite Kathete 


6. &= J/(h^— a») = |/(h+a)(h— a) 


eine Kathete a 


der gegenüberlie- 
gende /L a 


7. ^/» a = r- 

• 


1 


der anliegende Z. ß 


S. cosß = r- 



\ 
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1 










c) die Hypothenuse h 


der Z. ß 


9. 


ß = 90» — « 




ein Winkel a 


die gegenüberste- 
hende Kathete 


10. 


a = Ii sin (X 




• 


die anliegende Ka- 
thete 


11. 


6 = h cos a 


• 


d) eine Kathete a 


der Z, a 

4 


12. 


« Ä 90« — p 




der anliegende 
Winkel 13 


die Hypothenuse 


13. 


cosß 






die zweite Kathete 


14. 


6 = Atangß 




e) eine Kathete a 


der Z. ß 


15. 


ßsszdOO — a 




der gegenüberlie- 
gende Winkel a 


die Hypothenuse 


16. 


sinot 


/ 


> 


die zweite Kathbte 


17. 


6 = a cot a 


1 



B) Auflösung der gleichschenklichen ebenen Dreiecke. 

In einem gleichschenklichen ebenen Dreiecke sei: 
die Grundlinie 

jede der beiden gleichen Seit^ 
der Winkel an der Spitze 
jeder der beiden gleichen Winkel an der Grundlinie . = ß 

Formel : 



= a 
= b 



Gegeben: 
a) die Grundlinie a 

eine ^er Seitenli- 
nien b 



b) die Grundlinie a 
der jL an der 
Spitze a 



c) die Grundlinie a 
ein Winkel an der 
Grundlinie ß 



Gesucht : 
der Z. an der . 

Spitze a 
der Z. an der Grund- 
linie ß 



die Seitenlinie 
der Z. an der Grund- 
linie ß 



der Z. an der 
Spitze a 



jede Seitenlinie b 



i ' 1 2b 

** a 

o o 2b 

2. cosß SS — 

a 



3. 6 = 



SLsm4:a 



a 



4. p = 90^ — I 



5. a = 180° — 2i3 



6. b = <acos ß 
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d) eine Seitenlinie b 
der Winkel an der 
'Spitze a 



e) eine Seitenlinie b ' 

ein Winkel an der 
Grundlinie ß 



jeder Z. an der 
Grandlinie 



die Grundlinie 



der Z. an der Spitze 



die Grundlinie 



7. ß = 90« — |a 



8. ö = 



2h sinket 



9. a = 180« — 2ß 



10. a s= 2h cos ß 



C) Auflösung der ungleichseitigen ebenen Dreiecke. 



In jedem ebenen Dreiecke sind die Seiten bezeichnet mit 

die Winkel mit 
und zwar so, dafs der Z. a der Seite a 

der Z. /3 — b 
der Z^ y -* c gegenüberliegt. 



a, b, c; 

«^ ft yi 



Gegeben : 

a) drei Sei- 
ten a, b 
ondc 



Gesucht: 
der jL a 



der Z. ß 



1. COS^ =s 



^ b«4-c^— a^ 
2bc 



Formel: 
oder 



2. sin I« - ^j/(a-fb-c)FF^ ,,,, 

3. «>. J« = |]/(iEEIl£Ei) oder 



4. ^aiig'la 



_l/(STc=b)5 

— V (a4.b+c)(b 



b— c) 



c — a) 



oder 



^ nnsz - lX (a+b+c)(b+c-a)(a+c-b)(a+b:i::^ 



4b« c^ 
oder 

t/S.(S— 2a)(S— 2b)(S— 2c) 

2bc 
wo die Summe aller drei Seiten 

a-j-b-j-c == S gesetzt ist 



6. sin a 



7. cosß = 



a'+c« — b^ 
2ac 



oder 



8. sin \ß 



=iK 



(a-{-b — c) (b-j-c— a) 



ac 



oder 



I. 



R 




b)zweiSei- 
tenaundc 

dIsT einge- 
schlossene 

unter der 
Annähme, 
dafs a ^ c 



der Z. a 



der Z. ß 
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9, cos^ß 



]/S 



-f-b-f-c) (a-^c— b) 



ac 



n /w«* »a - 1/ (a+b— c)(b+c~a) 



oder 



oder 



1 jfn/?-l^ ^'^'^+^^^+^~^^^^+^~*^^^^+^^ 



oder 



2 ,^p^|/glg=^)(S-2b)(S-^2c) 



.3. cofy = — s-g-r oder 



4.^|y = ^}/EEHipBEl)^ oder 
.5. cosiy^ ^ySS^SE^ oder 



/: ^w 1 1 / (a+c — b) (b--c — a) 

.6. tang^y « [/ ;Tbi;;;;Tb_e) 



oder 



.7. «„y=l/5SHl±£^p 



— a)(a4"C — b)(a--b— 'c) 



oder 



l8. siny^=> 



_VS.(S— 2a)(S— 2b)(S— 2c) 



2ab 



l9. tang <x =ss 51- , oder 



20. wenn Z. — ^ (ä:90^— |p) s= 9 angenommen 



und Z.2=Z 



s= t{i genannt wird, 
a— c 



80 ist: tang^ =s ~il" -^^iß 

a^T* c 

nnd dann femer: jL a =s ^-{-i(y 



21. tangß = J^ ^ oder 

22. unter obigen Vorausseizungen: 2L ß = 9"*4 
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die dritte Seite b I 23. i ,= }/ (a» + c* — 2ac . cos ß) oder 

24. b = y (4ac *m« i p + (a — c)») oder 
wenn obige beiden ^ zuvor berechnet sind, 

25. b « H^ und 

26. 4 = i^ 



, ^ 



c) £wei Seiten a 
und c 

ein gegenüber- 
liegender Z. a . ^^^ ^^^^^^^^ 



der zweite ge- 
genüberlie- 
gende Z. 7 



27. siny =± 



csma 



OL 



unter der An- 
nahme, dala 
a ^ c 



d) zwei Z. a 
und ß 

die zwischenlie- 
gende Seite c 



seneiLp 



28. ^/» 3 = ^ ^ * ' 

a 

oder 

29. wenn der Z. ^ bereits gefunden ist: 

Z. ß = 180«— (a+y) 



die dritte Seite b 



30. J = c CO« a + V^(a*— c*«m*a) oder 
wenn die Z. ^ und ß bereits gefimden sind, 

so ist: 

31. b » l^l^±:ä oder 



sma 
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, üsinß 

. o =Ä —3 — ^ 



«II» a 



der dritte jL y 



33, y = 180«— (a+ß) 



e) zwei im a 
und ß 

eine gegenüber- 
liegende Seite b 



die Seite a 



34. a zs 



«m(a4-ß) 



die Seite b 



. 



«J7I (a-^-ß) 



der dritte Z. y 



die zwischenlie- 
gende Seite c ' 



Idie gegenüber- 
liegendeSeite a 



36, y =p 180« — (a+ß) 



37. c 



b«iw(a4*ß) 
sinß 



38. a s: 



I 



sinß 



R2 
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D) Ausdrücke für die Linien und Winkel in ebene« Dreiecken 

durch Reihen. 

Es kann zuweilen vortheilhaft seyn, in einem Dreiecke die Seiten und Win- 
kel, unabhängig von den trigonometrischen Funktionen, unmittelbar durch unendliche 
Reihen darzustellen. Hierzu dienen folgende Formeln, in welchen die Zahl der 
Grade, Minuten, Secunden u. s. w. eines Winkels stets durch oe, ß u. s« w. ausge- 
drückt ist. Die Grofse fi bezeichnet den Winkel von 57^/2957795, dessen Bogen 

. • oc - ö 

bekanntlich dem Radius gleich ist. — oder — ist daher immer die Länge des Bo- 
gcns a oder ß in Theilen des Halbmessers ausgedrückt. 

a) Reihen für das rechtwinkliche Dreieck« 

In einem rechtwinklichen Dreieck sei die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten =: a und b 

die denselben gegenüberliegenden jL = a und ß 

1) Gegeben: die Hypothenuse a und die ^ a und /3, so ist: 

« = « l^^OW +2.3.4.5 W ""2.3. 4. 5.6.7v) +••••] "^^ 

2) Gegebed: die Hypothenuse h und eine Kathete a, so ist: 

" = '* li+o&)+2X5©+2xl:7 &)+••••] 

Setzt man in beiden Reihen statt a die Kathete b^ so werden die Ausdrüdce 
. Hir ß und a erhalten. 

3) Gegeben: eine Kathete a und die Z. a und ß, so ist: 
* = » La"-^©-450)'"945 W'"i725© + *"-] 
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4) Gegebent beide Katheten a und b, so ifit: 

(Dieselben Formeln geben den Z. ß^ wenn man b mit a, und a mit b, in beiden 
verwechselt.) 

b) Reihen für schiefwinkliche Dreiecke überhaupt. 

In einem Dreiecke sind die drei Seiten =: a, b und. c 

die denselben gegenüberliegenden ^ = «, ß nnd y 

1) Gegeben: eine Seite a und die Winkel des Dreiecks, so istt 

■ß 1 (ßy I 1 /'py ■ 

" 1 /«Vi 1 /"«Y 



6s= a 



oder 



6=:a 









Beide Formeln geben Werthe (ur die dritte Seile c, sobald man statt ß den 
il 7 in die Reihen setzt. 

2) Gegeben: zwei Seiten a und b, und dn gegenüberliegender ^ p, so ist: 

c = .-.-. p^c-)'+ '"^-^3-4^:'^-' C-)+--] 

a r/3 b«— a » /p \a , (b*— a')« — 8a» (b«— a*) /p ^« "1 

" "^ b '* U — äTsF W* 2,3.4.5b« W 'J 



b+af/oX 3b»4-4ab4-aV«V. 30a' b«-~16a»b + a*— 15b« /«V 1 

^ = "I" LW Oli^ V^' "• 2.3.4.5a« W ""'"J 
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oder 



5'~"~T"LW 2.3a» V/"^ 2.3.4.5a* V/*' J 

3) Gegeben: zwei Seiten a nnd b, und der eingeschloßsette ^ y, so ist: 

c = l/<...,_.B[(;-)--,-|,(.)V,^©-....J ... 

/ , t.. r. a^ ^ tSQo— y V 3a*b»+ab(a+b)« / tSO»— y V 1 

^ = <*+^>-L^-"27qiE)5A~ir-; — iä.4(a4-^v A'n^~">'""""J 

(Die erste dieser Reihen gilt, wenn y kleiner als 8(^> die zweit«, m&üü y gföräer 
als 90» ist.) 

«-^ *''+'* -rpsLyoTi 5745 W — .j- 

, ./a-bYr2ft_ l.y __l_/yV -1,, 

^Vi^Fb/ Ly 2.3/*"~8.45\;;ry'"'""J"*" 

oder 

. = so.-t,+..^p!!:=i2:-||$^.(22!=±:)-+ .' 

, , ll(a*+b»)4-4a«b« /90"~|y V "I 

"* ^ 3.8 (a+b)« 'V j; ^/'"•"•J 
(Es ist vorausgesetzt, dals a ^ b sei; findet der umg^ehrte Fall statt, so m ^r? 
.überall b statt a gesetzt werden.) 

« 

4) Gegeben: die drei Seiten a, b und c; so ist: 

^ s M L^-^^ 2Ä ^y +2X4V 2äb — ^;~ 

2.3.4.5.6V SS ; + •• -J 
Die Formeln fiir a und p sind der gegebenen Reihe gleidi, sd)ald in deiselhen 

für a der Factor ■ '^i und 

für ß der Factor ■ "^ — '— ^ 

a*+b*— c* 
statt des Factors ■ ^^ , in die Formel ebgefiil^ worden ist. 
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E) Zasammenstellang «ämmtlicher analytischer Ausdrücke für 

die sechs Theile eines Dreiecks. 

a) Werthe för die Seite a. 
Ansgcdrückt durch: 

!• c* sm oc, sin yx a z=z — : 

sm y 

/x » • • ^ b • sin 06 

2. b, smotj smßt - = — r— r- 

3. C«»ft«>*ft «rfa; , -- cosß + slnß.coti. 

4. b, siny* cosy, cot ai - =s i . — '- r— 

5. Cy sinß, cosßf coty; ^tssc.casß-\^c.sinß. €ot y^ 

6. hj sinyj cosy^ ccißi"" ^ voih.cosy-^h.siny.cotß 

7. b, c, cosa-j - = l/(c*+b* — 2c .h.cosa) 

8. b, c, sinßy cosß; - s=s c . coä ß ± VC>*— c* * «n^ß) 

9. b, c, wjy, co^y; - s=: b . cof y +l/(c*— b*. ^/i*y) 

b) Werlbe für die Seite 6» 
Aosgedrüekt durch: 

^ /v- • • «> » ft • Ä72 ß 

10. SU sinat. smßi i = — : — =- 

.. • « • t^sinß 

11. c, «»ß, JJ»y: -ÄS — ; 

12. Bj sinyy CQSyj cotßi - = . * ' .^ 

c 

13. c, *m a, cos cu cotßt • = v- ""T^ 

9 -y -9 rt Cosa^sma.COtß 

14. n, sin yy cos y^ coi a*y^ » z=i A.cosy'\'9L.smy.cot(» 

15. C, smoy costXy coty^ ^ z=z c.cosa'^c.sma.coty 

16. '' a, Cy €05 ß; - = l/(c*+a*— 2c .a.cosß) 



17. a, c, «wy, co^yj - = a.co*y4:l/(c* — a*.^*y) 

18. a, c, «»«, eo^aj . as c.eosot'jr |/(a*— c*. ^m*«) 
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c) Werthe für die Seite c 
Ausgedrückt durch: 

^ rv 1 . ^ . b . sin y 

19. h,sinp,siny\ c ^ —^r^ 

20. 9i,sm<^smy\ - = ^^^ 

b 

21. b, ««a,«^a, co^y; - = ^^J^rif^^TTT^ 

22. a, ^mft co^ftco^y; - = ^^Tp^^pTT^F? 

23. b, 51»«, cosa^ COtß; - = b.co^a + b.wwa.COf /3 

24. a, 51» ß, CO* ß, co^ a; .- = * • go^P + ^' ^*'^P-^^ ^ 

25. a, h, cosy; - = l/(a*+b*— 2ab .€0*y) 

26. ''a, b, sina, cosa^ 



- = b.co*a±V^(a*— b».^m«a) j 



27. «, b, w» ß, eo« (3; - = a . co* jS + l/(b* — a» . «n* ß) 

d) Werthe für die Funktionen des Winkels ex. 

aa) Sinus von a. 

Ausgedrückt durdi: 

a . sin ß 

28. a, b, sm ß; sma sz — g — 

a . sin y 

29. a, c, smy; - = — j — 

30. sin ß, sin y} . zs sin(ß+y) 

31. sinß^ cosßjsiny^cosy; - = siny .cösß-j-cosy.sinß 

a . ^m ß 

a^ wty 

33. a,b,.»«y,ca.y; . = ^^^^^^ 

34. a,b, c; . = ]/ 1 - (- "^g^""°7 



% . • 



35. hyC,sinß,cosß; • = — ^^^ ^^^^ : - 



36. b, c, ^n y, cos y; 



sinyQj.cosy^^/c^-^h^.sin^y) 

"" e 
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bb) Cosinus von a. 
Ausgedrückt^ durch : 



37. a, b, sinp\ cosa =z sai— i — : 

38. a, c, sm y; - = =-^ 

c * 

39. cosß, cosy; - = — cosiß-j^y) 

40. sin p, cos p, sin y, co^ y ; - :=z sinß. sin y — cb^ p . cos y 

C Sk.COSß 

41. a, c, C05 p; - =~ 



42. a, b, co^y; 



~ l/(c* + a* — 2ac . cos ß) 
b«— a.co^y 

~ V(a^ + b« — 2ab . cos y) 
~ 2bc 



43. a, b, c; 

,. , . ^ c.*/n''pTco.9pl/(b* — c*.^m*p) 
44- b, c sinß, cosß; - = ^^^ ^^^ ^ 



45. b, c, 51» y, cos y; 



h 

h . sin^y'^cosy \/{c^ — b* . sin^ y) 

c • - ' 

cc)r Tangente von a. . - 



Ausgedrückt durch: 



a . sm ß 

46. a, b, sin?, tang. = ^|^^,_^,^.„.p^ 

a . sin ß 

47. a, c, «/» p, «» y; - = - , ^yr-r — ^ - 2 ^ 

48. ^awff P» tang y ; - = — fa/Jg- (P+y) 

fang ß -f- tan gy 

49. te/7^ß, fongry; ' ~ <a«ff ß . i^ang y - 1 



a ] sin ß 



50. a, c, sinß, cosß\ - = c— a.co^p 

a .57» y 

51. a, b, «»y, co^y; - = b~a. co^y 



52. a, b, c; - = ±K (^Tfbfci^) — 1 

S 



I. 
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-^ , . , ^ .o . c.cosß + ]/(b^—cKsm^ß) 

53. b, c, sin li, cos 3, col ß : tans: « = — . , ■ 

,, , . ^ b . f 0^ y + ]/(c* — b* . sin^ y) 

54. b, c, sm y, cos y, cot y; - = — ^ ^"" ^ , ^ ■ "^^ 

" h.siny + coty y{c^ — b' . sin^ y) 

e) Werl he für Ve Funktionen des Winkels 3. 

aa) Sinus von [3. ' 
Ausgedrückt durch: 

. - . . . . ^ D . sin y 

55. b, c, siny\ sinß = — 

c 

- ^ , ' . b . sin OL 

56. a, b, sm a ; - s=: 

a 

57. «« of, «»y; - = sinia-^y) 

58. ^7» a, CO* a, w^ y, tv* y ; - =s jp/w y . ro.y u -|- co* y . a7// a 

tfi u • * b.siny 

5y. a, b, .si« y, ^o* y-; - =- 



SSK3 



60. b, c, sin o, CO* u; ' 



l/(a^ +b^ — 2ab . co*y) 
b . sin (X 



l/(c* +b? — 2bc . cos «) 

^^ . .VW y (a . cos y + 1/c' — a* . sin^y) 
62. a, c, «/zy, co*y; - == -^ — ^ — ■ 

^.^ . *m oe (c . cos « + Va' — c^. .wVa) 

6o. a, c, *i/i «^ ro.v « ; • = ■ ■ — '^ ■ ^ 

a 

/ 

bb) Cosinus von .3. 
Ausgedrückt durch: 

64. b, (i, sm y ; co* p =3 ^^ ^ ili 

c 

65, a, b, sma; - = "*" '^ ■ ; 1 

a 

66, cos «, CO* y; - = — co* («-j-y) 

67. sin (Xy cos «, *//* y^ cos y ; - = *//? a . *i/i y — cos a . co* y 



68. a, b, cos y ; 



a— ^b.co*y 
l/(a'+b^— 2ab.co*y) 



69. b, c, cosa; cosp 
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c — h.cosa 



70. a, b, c; 



l/(c^rf-b*— 2bc.co^a) 

^ c^4-a'— b» 
" 2bc 

-- • a . sm^y + cos y l/(c* — 9?.sin^y) 

- 7L «, c, smy^ cosy; - ä= - ■ ^ '^ y- r \ , ^/ 

c 

«^ . ' c . äV/' « + cos a L/(a« — c^.ÄiVa) 

72, a, c, ^i/f a, co^a; - s= ■ ' ' ' ' ' 

a 

cc) Tangente von p. 
Ausgedrikckt ^hirdit 

b • sm V 

73. b, c, siny\ , ^ tangß = ^ 



b . ^iV/ a 



74. a, b, sina; . = TTfyf-j — .2 ' . x 

75. tanga, tangy; - = — /a/7^(a-j-y) 

^^ /^nf rx + tan^ y 

76. /««g-«, f««^y; . = -_JS_^_J2__ 

, b . ^1« y 

77. a, b, sm y, cos y ; . - = x> ' ' 

y ^ ^^ ^y a — b,cosy 

. h.sina 

78. b, c, stna, cosa; - = ^I^ITIS;^ 



a . cos y + V^(c* — a* . sin'^ y) 

80. ö^ c, ^i/iy, co^r, cotyi - ä : *- ■,.- = 

. Sk.smy-^-cotyyiSr — 2i^,sin^y) 

c . cos « + 1/^(ä'^ — c^ • •«»* «) 
8t. a, c, sma, cos oc, cota; - = : V*^^ 1^7 2 ^!t"T" T=? 

f) Werthe für die Funktionen des Winkel« y. 

aa^ Sinns von 7^ 
Ausgedrückt durch: 

c . sin « 

82. a, c, sma; sin y = 

a 

c . sin ß 

83. b, c, ^mß; - = — g — 

S 2 
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84. 5iwa, $in^\ siny = Ä/»(a-|"ß) 

85. sin a, cos ce, sin ßj cos P; - =z sinß . COS ot -)- co^ ß .sina 

c . ^i» a 



86. b, c^ sin a, cos a ; 



87. 1a, c, sinoLy cos ß. 






9 



l/(c* 4" ^* "^ 2ac . cos ß) 

, . ^m a (b . C05 a + l/a* — b*.«Va) 

89. a, b, singiy cosa-, - = i— . — '^ ^ i . ■ ! 

90. a, b, sm ß, cosß; - = — ^ ^ 



bb) Cosinus von y. 



Ausgedrückt durch: 



91. a, c, .ywa; r<wy = "^ ' ■ 

a 

Q9 I,.«««. _ 4:T/(b^-c».^iVi3) 

92. b, c, sin p ; - c=: , 

93. cosa^ cosß; - = — co*(a+ß) 

94. sin a, CO* a, */w ß, cos ß ; - = j/w a.sinß — .cos<x . cgj ß 

b — c . CO* a 



95. b, c, cos a ; 



96. a, C; co*ß; 



97. a, b, cj 



98. a, b, sinotf cosa; 



l/(c'^+b*—2bc. CO*'«) 

a— c. co*p 

~ l/(c* + a» — 2ac . cos ß) 
_ a»-fb^— c^ 
~ 2ab 

r 

b . *m^« ip cos g |/^(a^ — b'^* sin^a) 



a 



_ a . *w^p + CO* p T/(b"— «' > -y ^^^P) 
99. a, b, smß^ cosß; , - = ^ ' 



Ausgedrückt durch: 
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cc) Tangente von y. 



100. a, c, sina'y tangy =: 



c . sm a 



4.]/(a*— c^^/Va) 



105. a, c, sinßy cos ß'. 



101. b, c, sinß; . = , C'Sinß 

±]/{h^^c\sm^ß) 

102. tanga, tang ß; . = .^tangia-^ß) 

103. tanga^tangß; ^= tanga + iar^gß 

^ tanga.tangß^-^i 

104. b, c, sin a, cos a; - = 

b— c.cojcc 

_^ c . sin ß 

a — c . cos ß ' 

106. a,b,c; ' = ±V { ^JZ^^ 

AM ^ K \' ^ b . CO« a + l/(a' — b^. sin^ u) 

107. a, b, ^ma, co^a, co^a; - = ^ — , ^ "" 

b . ^w a ip CO/ ot.y{^ — b* . shr a) 

108. a, b, sm ß, cosß. cotßi - = — ■ _ — ^ .\ -^-^— 

sk.smß^cotß}/(h^^a^.sm''ß) 

E) Formeln für die Veränderungen in einem ebenen Dreiecke, wenn 
einzelne Seiten oder Winkel in demselben sich verändern. 

a) Zwei Thcile des Dreiecks werden als conslant angesehen* 

Wenn in einem ebenen Dreiecke zwei Theile, Seiten oder Winkel, als un- 
verShderlich anzusehen sind, so wird der Einflufs, welchen eine sehr kleine Verän- 
derung eines dritten Theiles auf die übrigen Seiten oder Winkel ausübt, durch fol- 
gende Ännäherungsformeln dargestellt. 

Die unendlich kleinen Veränderungen (Differentiale) der Seiten oder Winkel 
sind dabei durch da, 3a u. s. w. ausgedrückt ; letztere' müssen bei der wirklichen 
Berechnung stets zuvor durch die bekannten Mittel in Kreisbogen für den Radius 
= 1 verwandelt werden. 

aa) Erster FalL 

Eine Seite a /vir. 

f. 1 T»T« ^ ^ r. c werden als constant angenommen* 
ein anliegender Winkel ß ) 
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1) Wenn die, dem constanlen Winkel gegenüberliegende Seite b, sich verän- 
dert um 3b, so wird: 

1 

9c = db • SS ^ . sec a 

cosa 

3« = 3b. '-22p 

2) Wenn die, dem constanlen Winkel anliegende Seite c, sich verändert um 
3c, so wird: 

3& = 3c . cos OL 

sin OL 
3a = 3C.-T— 

D 

3) Wenn der, der constanten Seite gegenüberliegende Winkel a, sich verän- 
dert um 3^> so wird: 

9^ = 3« • = 3« • b CO/ a 

ian^ OL 

3c = 3<v • -r — s= 3« • b cosec ol 
sm ok 

3y == — 3« 

4) Wenn der, der constanten Seile anliegende Winkel y, sic^ verändert um 
9y, so wird: 

96 = 3y.- = 9y.bco/a 

taiigoL ^ 

9c = 9y • -T — == 3y • b cosec a 
» smoL ' 

9« s= — 9y 

bb) Zweiter FalK 

Eine Seite a ./ i i 

j .., ,. , ,.„ , , c werden als conslant ani^enommcn. 

der gegenüberliegende vVmkel a ) o 

1) Wenn eine, dem constanten Winkel anliegende Seite b, sich um 9b ver- 
ändert« so ist: 
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t 

9c =s db . ^ =r 3b . cos y.secB' 

cos ii ^ ^ 

a;3 = ab.- -^zsz ^.hcoti? "^ 

tangß 

1^ 

dy — dh.- -ssdh.hcotß 

tangß 

2) Wenn die andere, dem constanten Winkel anliegende Seite c, sich um 3c 
Teränderty so ist : 

^, ^ cosß ^ r. 

36 s= 3c . " = 3c . cos p .secy 

cosy ^ 

tangy 

c 

3y = 3c . = 3c . c cot y 

tang y 

3) Wenn einer, der an der constanten Seite anliegenden ^^ inkel |3, sich um 
33 verändert, so wird: 

^f^ = ^P^J^^, = ^?'^cot? 

4) Wenn der andere, an der constanten Seile anfiegcnde Winkel y, sich um 

'dy verändert, so \n-ird: - , . . 

h 
3Ä = 3y . :; r = ^y.hcotp 

c 

• 3c = 3;^ . ' = -3y . b c'o/ y 

^ tangy . r . 



3.3 = — 37 



cc) Dritter Fall. 



Die Seite a ^ , , , . 

1. ^ . X \ werden als constanl angenommen, 
die Seile b J 

1) Wenn sich die dritte Seite c um 3c va^ndert, «o wird: 

3« s= 3c . ■ 

c 



3.3 = 3c . 
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cot a 



C 

^ ^ 1 ^ coseccL 

gy = gc . I — r — == gc . — r — 

2) Wenn sich ein Winkel a, welcher einer der constanten Seilen gegenüber- 
liegt, verändert um 3«> so wird: 

3c = 3ä . — — r = 3« . c lang: 3 
CO/ ji *^ ' 

- 9ß = 3a . ^^^ = '^a.cota. tanß: ß 

fang a ^^ 

3y = 3« • z = 3^ • ^ - - 

3) Wenn sich der Winkel j3, weldier der anderen constanten Seile gegen- 
überliegt, um 3^ verändert, so wird: 

3c = 33 • — T— = 3.3. c tarn a 

cot OL ^ 

3« = 3p . , ^ ■ = 3ß . f flr/io- a.cotß 
tang ß f- o r 

3 V = 3p • r = 3;3 . — r — 

^ ^ h cos a ' b 

4) Wenn sich der Winkel y, welcher keiner der constanten Seilen gegen- 
überliegt, um dy verändert, so wird: 

1 1 - 

3c. = dy • — :— r == dy . r — : — 

a cos ß ■ ' ' 

• 3p = By- 

c 

b) Es vtdrd nur ein Tlieil des Dreiecks als constant angesehen. 

In diesem Falle ist es nolhwendig, die Veränderungen zweier Theile des 
Dreiecks zu kennen, um die aller anderen Theile daraus bestimmen zu können. 

Der constante Theil des Dreiecks v^erde, ohne Rücksicht darauf, ob Seite 
oder Winkel, bezeichnet durch A. 

Der erste der gegebenen veränderlichen Theile, sei hezeicfanet durch B. 

Der zweite der veränderlichen, durch C. 
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Man betrachte zuerst auTser A auch B als constant, und suche durch die vor- 
stehenden Formeln den Einflufs, welchen die Veränderung von C auf irgend einen 
der übrigen Theile des Dreiecks hat. 

Man betrachte femer aulser A nunmehr auch C als constant, und suche den 
Einflufs, welchen die, Veränderung von B auf jenen Theil des Dreiecks ausübt. • 

Die Summe oder Differenz dieser beiden Resultate ist der Einflufs, welchen 
beide Veränderungen von B und C zusammen, für den in Frage stehenden Theil des 
Dreiecks geben. 

^ Eine nähere Betrachtung an der Figur zeigt dabei, ob diese Resultate beide 
vermehrend oder beide vermindernd, oder auch entgegengesetzt auf die gesuchte Ver- 
änderung wirken. . 

I 

c) Es wird kein Theil des Dreiecks als constant, sondern alle als 

veränderlich angesehen. 

• 

Es ist datm nothwendig, drei Veränderungen im Dreiecke zu keinen, um 

die der übrigen Theile zu erfahren. 

Der erste der gegebenen veränderlichen Theile sei bezeichnet durch A, der 
zweite durch B, der dritte durch C. 

Man betrachte zuerst A und B als constant, und suche den Einflufs der Ver- 
ändcrung von C auf irgend einen der übrfgen Theile des Dreiecks. 
. * Man betrachte A und C als constant, und suche den Einflufs von B auf den« 
selben Theil.. 

Man betrachte B und C ^Is constant, und suche den Einflufs von A. 

Diese drei Resultate, additiv oder subtpctiv gehörig verbunden, stellen die . 
gesammte Veränderung des Theiles im Dreiecke dar. . 

Zusätze. 

, - ■ . / 

< 1) Wenn in einem rechtwinklichen Dreiecke der Unterschied zwischen der 
Hypolhenuse h und der gröfseren Kathete a nur sehr gering ist, so kann derselbe 
ausgedrückt werden, durch die Hälfte des Quadrats der kleineren l^athete, dividirt 
durch die Hypothenuse: ' ' 

, _ b^ ^ 

~ 2h * - ' 

I. T 
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2) Bei einem sehr kleinen Bogen, ist der Sinus versus, als gleich der Hälfte 
des Quadrats dieses Bogens anzunehmen: 

sinvers<p = |^9* 

-3) Bei einem sehr kleinen Bogen, ist der Ueberschuls der Secante über den 
Radius, gleich der Hälfte des Quadrats desselben Bogens : 

1 — sec 9 Ä= 1 9* 

Man kann demnach diesen UeberschuTs, als gleich dem Sinus versus des Bo* 
gens annehmen. 
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IL Formeln für sphärische Dreiecke. 



A) Auflösung 4er rechtwinklichen sphärischen Dreiecke. 
In einem rechtwinklicfaen. sphärischen Dreiecke sei: 

ff 

die Hypothenuse = h 

die beiden Katheten = a und b 

die denselben gegenüberstehenden Winkel tsi a und ß 

so dafs iC a der Kathete a, und Z. ß der Kathete b gegenüber steht. 

Man bezeichne ferner den Begriff des Gleichartigen bei Seiten und Winkeln 
mitglchtg; den Begriff des Ungleichartigen mit unglchtg; so dafs a glchtg b 
bedeutet, dafs, wenn a grölser als 90^, auch b grofser als 90^ ist, und umgekehrt. 
Und eben so bedeutet h unglchtg a, dafs, wenn h grofser als 90^ dagegen a kleiner 
a|s 90^ sei. 



T 2 
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1 



Gegeben: 


Ge/;urht: 

/ 


Formel : 


ä) die Hypothenuse (li) 


die andere Kalhete b 


. , cos h 

1. cosb = 

cos a 


eine Kathete (a) 


der gegenüberliegende jL a 


^ . sin a 
2. sma ;= . , 

sm h 


_ 


der anliegende Z^ ß 


3. cosß = icmgcL coth. 


b) die Hypothenuse (h) 


die gegenüberliegende Ka- 




m 


thete a 


4. ^m a =s: ^n h ^'/» a 


em ^^{ot) 


die anliegende Kathete b 


5. tang b = ^a/zgr h cos a 


1 


der andere Z. ß 




c) eine Kathete (a) 


die Hypothenuse h 


1. coth =icota cos ß 


der anliegende Z. (ß) 


die andere Kathete b 

der gegenüberliegende Z. a 


8. tang b s= /c/ig* ß sin a 

9. co5a = cosA sinß 

1 


d) eine Katbete (a) 


die Hypothenuse h 


' 10. smh zsz -: — 


der gegenüberlie-i 


die andere Kathete b 


11. sinb = tangvk cota 


. gende JL («) 

• 


der anliegende Z.'ß 


12. ^m 3 = 

co^a 

* 


e) beide Katheten 


die Hypothenuse h ~ 


13. cos h =: cos a cos b 


(a und h) 


der Winkel a 


14. cot-a. — cot a ^n b 


< 


der Winkel ß 

7 


15. cotß s= cof b ^ma 


beidd Winkel 


die Hypothenuse h 


1 
16. cos h x=s. cota cotß 


(a und p) 


die Kathete a 

• 


Am cosa 
17. cos a =3 ■ . ^ 


^ 


die Kathete b 


18. i:o^ 6 = -T-^ 
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Der gesuchte Z. oder Seite 
ist gro&er als 90^ wenn 


Der gesuchte Z. oder Seite 
ist kleiner als 90^, wenn 


h ungichtg a 

a >90« 

h ungichtg a 

» 


h gkhtg i 
a < 90». 

1 

h glehtg a 


* 

«> 90° 

h ungichtg a 

h ungichtg a 


a < 90O 
h glehtg,« 
h glchlg' u 


ß >90» 

a qnglchtg ß 

a > 90» 

1 


ß < 90° 
a glehtg ß 
a < 90» 


\ 

1 

Aus den gegebenen beiden Elementlen kann hier nicht 
ausgemittelt werden, ob die, durdi die Formeln 10. 11. 
12. gefundenen Stücke, gröfser oder kleiner als 90^ sind. 

• 


a ungichtg b 
a> 90» 
b > 90». 


a glehtg b 
a < 90° 
t<90» 


a ungichtg ß 
a>BO» 

ß > 90» 


a. glchlg ß 
a < 9Ö»- 

< 90!> 



V m 
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Zusatz. 

Wenn die durch vorstehende Formeln zu bestinunenden unbekannten Theile 
eines Dreiecks als Sinus oder Cosinus von Bogen, die nahe an oder 90^ liegen, 
erscheinen, so giebt der Gebrauch dieser Formeln Cei gewöhnlichen trigonometrischen 
Tafeln keine Sicherheit für die Resultate. 

Es ist dann nothwendig, die gesuchten Theile des Dreiecks durch Ausdrücke 
zu bestimmen, in welchen diese als Tangenten oder Cotcmgenten vorkommen, wozu 
folgende Formehi dienen: 



Gegeben: 
hy a 



h| a 



a, P 



a, a 



Gesucht: 
b 



a 
b 

ß 



h 
b 

a 



Formel: 

1. tangj;b = \/tang \ (h — a) . tang | (h-j-a) 

2. fflny(45«+|a) = q:]/^^^^E(ad«aAii^ 

\/ sin (h~a) 



3. tansr 



^7/(h-|-a) 



A. sina = |C05(h— a)— .|coj(h+a) (sieh« A»iierkimg 2.) 

5. tang b ts tang h • cos a 

6. c6l ß = cos h . tang a 



7. cot h =1 cot a. cot ß 

8. tangb = tangß.cosa 

9. COSß = l«»(a+a)±|^m(a— a)(,ielieAiimerk.2und3.) 



10. *««ff (45«+ih) = l/ ^«^f(«+a) 

^ ' '^ ^«»ffK« — a) 

11. tang (45«-f |b) =. j/^I^ 

12. *«^ (45»+|p) = p/^'V(«-fca) 



tojig^Ka—a) 



•, b 


h 




a 


* 


ß 


<«, P 


h 




a 


- 


b 



13. cosh =, 4«)*(a-f-b)-|-|coj(a — b) 

14. cot a ;= cot a . ^m b 

15. cot ß = o^^ b . sin a 



16. tang\h = l/^ — ^ "^ ^ (siehe Anmerkimg 4.) 



CO^(a — ^) 



17. fo/ig- a = tang h . ct>^ ß 

18. tang b = ^o/ig- h . cos a 
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Anmerkungen. 1) Idl Fonnel 2. wijrd für die Tangente das Zeichen + oder — nach der Regel 
angekommen» dab der su findende Z. <» gleichartig mit der Seite a sein muft. 

2) Die Fonneln 4. 9. 13. sind duroh die natürlichen Funktionen der Winkel zu berechneil. 

3) In Fonnel 9. gilt das Zeichen + wenn a gröfser als a ist, im umgekehrten Falle gilt 
das Zeichen — . 

4) In Formel 16. ist die Gro(se unter dem Wurzebseichen stets positf^r, weil a + ß jeder- 
zeit gröfser als 90" ist. 

t 

B) Auflösung der schiefwinklichen sphärischen Dreiecke überhaupt. 

In einem schiefwinklichen sphärischen Dreiecke heifsen 

die drei Seiten x a, b und c 

die drei Winkel, so wie sie den gleichnamigen Seiten 



Gegeben : 



gegenüberstehen 



Gesucht: 



ay ß und y 



a) die drei Sei- 
ten (a, b und c) 



b) zwei Seiten 
(b und c) 
-und der ein- 
geschlossene 



ein Z. a 

(der Seite a 
gegenüber- 
liegend) 



die dritte 
Seite a 



■*r 



1. COSa = 



Formel : 
cos a — ^ cos h . cos c 
sin b • sin c 
oder 



2. .i>.^a=:l/7Sgc-^b).^|(a+b^cA 
'^ '^ \ sm . sm c / 



oder 



3. co,ia«l/pE«SS5ESi=^ 

oder 

, co^(a+<p) 

4. cos a =S -j— r- i ! ^— - 

sin D • sin c • cos 9 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dals 

^ cos h . cofi c 
fanget = - 



sma 



5. cos a = cos b . cos c-^sinh .sinc,^ cos a 

oder 

* sm^(ß-f-a) 

n co^c.^m(b+y) - ^ 

7. cos a = ^ ' 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
' co^ 9 =: tang c • cos a 
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c) zwei Seiten 
(b un(]i c) 
und ein ge- 
genüberlie- 
gender jL y 



der Z. ß 

(der Seite fo 
gegenüber- 
liegend) 



die dritte 
Seite a 



der einge- 
schlossene 

Z. OL 



8. cot^ = 



sine . cot b -— cos a . co^ c 



sin OL 



^«^^-2^= ^ni(b+c) 



oder 



und 



wo dann 



P = 



-^H-j:+ß 



oder 



10. /angp = ^^"g;,'^^"7 



^ . wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, daCs 
cot q) = iang b . C05 a 



.. , cQ^y. ^wc4-|/(^Vc — sin^y .sin^M) , 

11., tans -5 Ä — • /• t — ■ V 

^ ijwy •«w(b-j-c) 

' oder 
12. ««"(a+cp) = £2i£^i^ 

WO der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, daCs 
cot <p = cos y^ fang b 



7—» 



A^ ^ 1 V CO* y . ^«T» c +}/ («w'^ c — sin^ yTs 
° ^ *//iy. jw(b+c) . 

oder 
14. *i» (a+cp) = föwg" b . cot c.sincp 

wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist^ dafs 
temg 9 = fang y . cos h 



der Z ß 

(der Seile b 
gegenüber- 
liegend) 



15. sinß = 



sin h . «» y 

sine 

Um Äu erkennen, ob der Z. ß gröfser oder klei- 
ner als 90*^ gilt folgendes: 

ß < 90°; wenn y < 90° und b < c 

ß < 90°; wenn y > 90° und b < 90° und c < (180°— b) 

ß > 90°; wenn y > 90° und b > c 

ß > 90°; wenn y < 90° und b > 90° und c > (180°— b) 
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d) die drei Win- 
kel («, p, y) 



die Seile a 
(dem Z. a ge- 

genüberlie- ' 

gend) 



/• V 



In allen übrigen, nicht in obigen vier, begriffe- 
nen Fällen, bleibt es nnbestimnibar, ob der gefun- 
dene sin ß zu einem Z. gebore, der gröfser oder 
kleiner als 90^ ist. 



^ V 



16. cosa = ^^'* + co^P'Cosy 

Sin j3 . sm y 



oder 



17. cos\ 



** 



e) zwei Winkel 
(ß und y) 
und die zwi- 
schenliegende 
Seile (a) 



der dritte Z. a 



die Seite b 
(dem Z. ß ge- 

genüberlie* 

gend) 



''^^ \ sin ß . ^m y / 



oder 



'W-h^ 



oder 

19. eo^a=: . f <«+'P) 

^m p • sin y , ^/^ 9 

wo der Hälfswinkel cp so angenommen ist, dars 
. cos ß . cos y 

' sm a 



20. cos a = cos a . sin ß . sin y — cos ß . co* y oder* 

21. «^ a = £2i£:£2ikÖ 



eof 9 



wo der Hülfswinkel cp so angenommen ist, dals 
tang 9 = cos a . t€mg ß 



22. cotb = «><P-^>»y + «>^a«>^y ^j^,. 

Sinn 

Wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
tang 9 s cos a . tang ß oder 

24. fang Hif = /^|a cgj-QS-y) 
«'2 «>« I (fi+y) 

b— C /Oir^ I a . «B I (p — y) 

wo dann 



'onsr-ö- = 



I 



2^2 



X. 



ü 
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f) zwei Winkel 
{ß und y) und 
eine gegen- 
überliegende 
Seite (b) 



die zwischen- 
liegende 
Seite a 



der dritte Z. a 



die Seite e 
(dem Z. y 
gegenüber- 
liegend) 



25. tar^ 



* «Vib . jWw(y— ß) 

oder 
26. Wi (a — 9) = cot ß . ^ong" y .sin^> 

wo der HülCswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
tang <p = cos y . tnng ß , 



27. fan- t ^ — <^'^^'^'^y+V('«^V— '^^'/^V-w/'b) 
"f ^ * ro^p — cosy 



28. Wi (a— 9) = 



öder 
sin 9 . gQ^ ß 
cosy 



wo der Hülfswinkel 9 so angenommen ist, dafs 
cot 9 = cos h . tang y 



Oft . smy. sin b 

29. Ä/i c = "^^ ,^ 

j m ß 

Um zu erkennen, .ob die Seite c gröfser oder 
kleiner als 90^ sein mufs, gilt folgendes: . 
c<90*'; wenn b<9a' und ?>y 
c<90<>; wenn b >90° und 3 < (180^— y) und y <90« 
c>90«; wenn b>9(y' und /3<y 
c>90«; wennb<90®und;3>(180°— y)undy>90* 

In allen nicht hierin begriffenen Fällen ist nicht 
zu bestimmen, ob die gefundene Seite c ein Bogen 
von mehr oder weniger als 90^ sei. 



C) Zusammenstellung sämmtlicher analytischer Ausdrücke für 
die sechs Theile eines sphärischen Dreiecks. 

a) Allgemeine Gleichungen. 

aa) Relation zwischen zwei Winkeln und den beiden ihnen gegenüber- 
stehenden Seiten. 

« 

1. sin a • sin ß =r sin h . sin a 

2. sin sl . siny =^ sin c , sin a 

3. sin h • sin y = sin c . sin ß 
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bb) Relation zwisdien drei Seiten und einem Winkel. 

4. cos a s= cos b . cos c -f* ^'^ ^ • ^'^ ^ • <^^ ^ 

, 5. coi b = co^a • ctw c -f- sin a . sin c . co^ ß 

6. cos c = cof a • cos h^sinK.sinh . cos y 

cc) Relation zwischen drei Winkeln und einer Seite. 



— cos ß . cos y -f- sin ß . sin y . cos a 

— cos a . co^ y -f- ^in a • sin y . cotf b 
-^ «w a , CO * ß -|- 5w> a . sin ß . co^ c 



7. 


CO« a 


8. 


COS ß 


.9. 


cosy 



dd) Relation zwischen drei Seiten und zwei Winkeln. 



10. 


sin a 


.cosß 


= 


ro^b . 


sin c — sin h 


. rojc 


.cos Ol 


11. 


sin9L 


.cosy 


=s 


cosc. 


sin h^^sinc, 


.cosh . 


. CO^CX 


12. 


sinh 


.cosa 


ä= 


COSB . 


sin c — sin a , 


. co^c 


.cos ß 


13. 


sin b . 


,cosy 


= 


cos c . 


sin a — sin c , 


.co^a . 


,cosß 


14. 


sin c . 


cos a 


= 


cos a . 


sin b — sin a , 


. co^b . 


.cosy 


15. 


sin c , 


.cosß 


:— 


cosh . 


^i>z a — Ä » b , 


. cos a . 


*cosy 



ee) Relation zwischen zwei Winkeln und zwei Seiten, wovon eine anliegend, 

die andere gegenüberliegend. 



16. sin 9i. sinß 

17. sin 2l. siny 
IS. ^m b . sin a 

19. sin b . sin y 

20. sin c . sin a 

21. sin c . ^in ß 

22. a';» a . sin b 
23« ^m a . sin c 
24. ^'n ß . sin a 
^. sin ß • ^in c 
26. sin y . w» a 
27; 11/» 7^ . im b 



, cot OL 


= 


co^a 


• smc 


.COta 


s= 


co^a 


. sinh 


.cotß 


= 


cosh 


.sine 


.cotß 


t= 


cosh. 


. sinsi 


.coty 


SS 


cos c . 


sinh 


.coty 


= 


cos c « 


, 5m a 


.COta 


=s 


casa. 


. siny 


.COta 


3S 


cosa. 


. 5m ß 


. cot b 


= 


cosß. 


5m y 


.cotb 


s= 


cosß. 


sina 


.eötc 


= 


cosy . 


sinß 


.cotc 


sss 


cosy. 


sinu 



. \ 



' ro5 p • 5m a . C05 c 

- cos y.siniBL, cos b 

• cos OL . sin h . cos c 

cosy .sinh . cos'a 

'.cos a • sin c • cos h 

cos ß.sinc. cos a 

cosh. sina ^cosy 

cos c . sin a . cos ß 

cos Si. sinß. cos y 

cos c.sinß. cos a 

cossL. siny .cosß 

cos h.siny. cos a 

U2 



— 156 — 

b) Formeln för den iQgarilhmischen Gebrauch. 

Erstes System. 
Zwei .^Vinkel und die beiden correspondirenden Seiten. 

. . sin a . sin ß sin a . sin y 

1. sm a = r^-r — i- = : C 

sm b sin c 

^ . ^ sin h . sin a sin b . sin y 

2. sm 3 = : = : C 

sm a sm c 

o • sin c . Ji/» a 51 7/ c . ^m ß 

smsk sm b 

. . sin b . sin a sin c . sin cl 

4. sm a = ■■ — — -^ = : 

sw> fi sm y 

e i - , siji a . ^m 3 ^'t» c . .n» 3 

5. Csi/i 6 = ; i- = : i- 

sm a sm y 

t- . sin a . sin y sin b . sin y 

^. sm C = : i- == H ^ 

5in u sm^ p 

Zweites System. 
Ein Winkel durch drei Seilen. 

7. sm\o. ^ T/"«» -^ (a+c-b) sin ^ (a+b=g 

■^ sm b . «» c 

8. *i«iß _ T/.^i/i ^ (b+c-a) sin \ (a-^b=g 

■^ . Sin a . 51» c 

9. 5/r/|y ^ |/^mHbtc-a)^m|(a+c-^ 

^ 5i/i a • 517^ b 

10. «,^1« ^ l/^i»i(a+b-hc)./«i(b+c-g 

^ 5»» b , 5w c 

11. CO* Iß _ ]/^»|(a4-b+c)*/»|(a4-c-b) 

^ sm a . 5/w c 

12. cos\y - l /^'»^i^-hbfc)sin^ia-\.h=^) , 

^ sin a . sin b 

13. tans \a ^ 1/^" t i' t uT^^ ^^ i <f t ''"'^^ 

" * r ^«|(a+b4-c)*w|(b-fc--») 

14. farnr 'ff - l X^^"l(b+c-a)jm|(a+b-c) 

'^^1' V *«^(a-f.b+c)*i»^(a+c— b) 
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, _ J/ sin I (b+c— a) sin ^ (a+c-^^ 
lo. tangiy^y «„irii4.fca.c^«Vzi.ra-Ub_c^ 



^/»4 (a 



b,+ c) sin I (a+b— ^ 



16. «,*!«' ^i/ '^ti^t'+g^iTir;! 

* ' «in.Ka-f-c — D)«n|(a-}-b — c) 

, 1 ysin l (a-}-t>H"C) ^'» i (a-f-c— fc) 

17. «rt^.3 — y *m J (b+c— a) «» \ (a+b— c) 

18. co/iy ^ 1/ ^ I (a+b+c ^^ i (a+b-g 

Drittes System. 
Eine Seite durch drei Winkel. 

20. shib ^ l/-cosU'*-\-ß-j-y)cösHr^+y-?) 

* '^ sin a . ji» y 

21. sin<c ^= 1/ ^. — k 

' ' '^ sin a . ^//j p 

r ^ g , sin y 



19. sin \ a 



22. cos\a 



23. iw>*i6 



24. co^ V c 



^w a . sm y 



y sin a • sin ß 

2o. /a/ig^^a« J/ cos\(a+y-?)cosk{o^+ß=^ 
26. tang^b = ^ ^|^+y_«)^^ - («+ß_y) 

s « _ 

Z7. *«ny^c — y ^^ ^ (p+y^ g) cos | (a +y— P) 

_. 1 / — tw i (g+y^) ^o^ ' («4-i^— y) 

'2Q «./ • A - - ] X— cQ-^KP+y— «)«»4(«+P-y) 
2y. cot^o — y co^ I (u+P+y) <^' k («+y— P) 

ju. «)<-,c ^y CO* j («-fp+y) CO* h («+ß— y) 
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Viertes System. 
Zwei Seiten durch £e> beiden correspondirenden Winkel und die dritte Seite. 



31. 



32. 



33. 



34. 



35. 



36. 



a + C ^ ., COs\{a — y) 

b — c ^ , sin^iß — y) 
fang -2- == tang^^.-^^^^j^^^ 

* «'*+<= — #«»-.t. go^l(P— y) 



Fünftes System. 
Zwei Winkel durdi die beiden coirespondirenden Seilen und den dritten Winkel. 

«»|-(b — ») 



37. 



38. 



fl— & ^. 

tang'-'Y- — cot^y 






39. 



a' 



*«"«■ "-rar- = «o« iy 
40. to/^^^Y^ — «><|ß 



tar^ 2 



41. 



42. 



ß— y • 

fang ^—a^ == CO' t« 



s= COt^a 



sin I (b+a) 
cQ^-|^(b — a) 
co^ j-fb+a) 

Wi |^'(^ — ^) 
sin^{a-\-c) 

co^ Ka—'C) 

co^|'(a4-c) 

^»J^(b-— c) 

*in|(b-f-c) 

cos^(Jb — c) 



Sechstes System. 

% 

Eine Seite durch die beiden andern Seiten und deren correspobdirende Winkel. 
43. tangkc^tangkQ>-*).^l^^ 
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. sm^ (« — y) 

45. /«^|a = .«;^|(b-.c).gi|±^ 

^^^^ ^^ cos^iß—y) 

46. co/lc = «,« |(b— a) . -^ifc^ 

acs CO« i (b+a) . . \ ; ■ 1 — j 

47. cot\b =co<|(a-c).^Hfe4 

48. co<|a =«><|(b-e).f^4fe4 

.Siebentes System. 
Ein Winkel durch die beiden andern Winkel und deren correspondirende Seiten. 

An ^ 1 j. ß — « ,9m|(b+a) 

49. cot^y =*''"S'-r-' sinl(bZ^) 

_ /a,^ Hbf? cosU^-\-'^) 
— tang. 2 V-o^Kb— a> 

«W) /Yj/ia 1= /rni- "~^ Wf4^(a+c) 
M. coli? «fons-.— 2— .j^y^j^ 

® 2 co.s^(a — c) 
51. cot^a == /ans-. £~^.^^-f7k—J 

"^^^ 2 'w^Kb— c) 
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52. fang >y = cot . ~^. - l a. i — z 

53. fang iß — cot. --s-^. . {) , ( 

2 "co^Ka-f-c) 

54. fang la s=i cot . ~-^ . . \), . — { 

— ^# P+y CQS IQi—c) 
~^^* 2 •coj.J(b+c) 

D). Relation sphärischer iDreiecke mit den ihnen entsprechenden 

Sehnen ' Dreiecken. 

In einem sphärischen Dreied^e sind die drei Seiten a, b nnd c 

, ^ die drei Winkel a, ß nnd y 

In dem diazu gehörigen Sehnen - Dreiecke sind die 

correspondirenden Seiten ' - % ^ und € 

die drei Winkel , a, 6 und c 

In beiden Dreiecken stehen die Winkel gleichnamigen Seiten gegenäber. 

a) Bestimmung der Seiten des Sehnen -Dreiecks aus den Seiten des sphärischen 

Dreiecks und umgekehrt. 



1. S( c=s 2^m l^a 

2. g5='2«»ib 

3. C = 2^»|c 

4. sin^azs^^H oder co^a = l'^ISt* 

5. sin^b = I S5 oder cosb = 1 — | S5* 

6. 5m |c = |€ oder cosc acs 1 — 16* 
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b) Bestimmung der Winkel des sphärischen Dreiecks aus den Seiten des 

Sehnen - Dreiecks. 

2S8» + 2€* — 291»— SS'C» 
1. cos a = —' -- . ^ _ . 

m 1/(4—85') . 1/(4— €*) 
2 cosß = 22t* + 2g» — 2g* — St'g* 

2 21* + 2 SB" — 2 6» — 21' 95* 
21S5 1/(4— 3(*) . |/(4— S5») 

Zusatz. Wenn das Sehnen - Dreieck gldchschenklich, so dafs SJ^ = ^ ist, 

so gilt die Formel: 

St 



sin^a = 



g5|/(4_SB') 
und eben so für die beiden anderen WinkeL 

Ist das Sehnen - Dreieck gleichseitig, so wird auch das sphärische Dreieck 
gleichseitig seyn, und 



sm ^ CK, = 



]/(4— r) 



c) Bestimmung der Winkel des Sehnen - Dreiecks aus /den Seiten des 

sphärischen Dreiecks. 

• «V|b + «»*|c— .^iV|a 

1. cosa = %v . — . , . . ^- 

2 sjn-< b . sm \ c 

2. cos h = ' \ 7 --r—, 2_ ^ 

2 sin \ a . ^^ \ c 

«5. COt^ C 3— " " ■" 'cfc • 1' • 1 1_ 

Zusatz. Wenn, das sphärische Dreieck gleichschcnklich ist, so dafs b = c, 

so entsteht die JFormel : 

. . sin i a 

sin \a Ä c% lu 

i&l das sphärische Dreieck gleichseitig, so wird auch das Sehnen - Dreieck 
gleichseitig, folglich jeder Z. = 60^ seyn. 

I. X 
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d) Bestimmung eines Winkels im Sehnen - Ürejecke, ans dem correspondirenden 
Winkel des sphärischen Dreiecks, nebst den beiden einschliefsenden Seilen. 

1. cosa = coslh .cos-^c.cosot^sinih.sin^c 

2. cosi s=: cas^a.cos-^c.cosß-^sin^ü.sm^c 

m 

Zusatz., Wenn das sphärische Dreieck gleichschenklich ist, so dafs b =2= c, 

so wird: 

sin |a =s cos |b . sin\a 

e) Beslimmung eines Winkefs im sphärischen Dreiecke, aus dem correspondirenden 
Winkel des Sehnen .Dreiecks und den beiden, denselben einschliefsenden Seiten. 

1. cosa = 



2« cosß =s 



3. cosy = 



1/(4— »•). 1/(4— €') 
Acosb^m 

1/(4— a*). 1/(4— €«) 
Acosc — Wd 

1/(4— a*). 1/(4— »«) 



Zusatz. Wenn das Sehnen - Dreieck gleidischenklich ist, so. dafs 91 =: €, 

so wird: 

. . 2sinla 

^ 1/(4—»«) ^ 



E) Flächeninhalt sphärischer Dreiecke. « 

In einem sphärisdien Dreiecke seien die drei Winkel ss a, ß und y 

die denselben correspondirenden Seiten ss a, b und c 

der Radius der. Kugel in Längenmafse ausgedrückt ==: r 

der dem Radius gleiche Bogen (von 57,^295775129) 

in Gradmafse ausgedruckt = /a 

die Flädie des sphärisdien Dreiecks c= F 



•> 
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a) Gegeben : die drei Winkel a, ß und y; 
50 ist| in gewöhnlichem FUcfaenmalke au^edrückt: 

■f =(«+l3+y-i80<')^ 

in Quadrat • Graden hingegen: 

Fms (a+p+y— 180«) /i4 



Zuaatz. Wenn das Dreieck einen rechten Z. hat. z. B. y = 90^, so wird: 
Hat das Dreieck zwei rechte Winkel, so daüs sowohl p als y = 90« sind. 



so 

r*«a 



F = 



180 



b) Gegeben : zwei Seiten b und c> nebst dem eingeschlossenen Winkel a, so ist : 

r*Ä 

WO 9 den Bogen a-j-p-j-y-*-180« bedeutet, und durch folgende Formel unmittelbar 

gefonden wird: 

, cot\h.cot{C'}'Cosa 

cot < <p SS . ' . 



m 

c) Gegeben: die drei- Seiten a, b und c, so ist: 

^-'»••180 
WO q> gleichfalls den Bogen a-}-ß-{-y— '180* bedeutet, und durch folgende Formel 
unmiltelbar geiiinden wird: 

. , V\smk (a+b+c) . sin \ (a H-b—c) . sin | (a+c— b) . sin ^ (b+ c—aTJ 

*^ ^cos^9L.cos\n.cos\e 

Zusatz. Wenn das Dreiedc gleidischenklich, und z. B. b =s c ist, so wird: 

Ist das Dreieck gleidbseltig, so wird: 
«»Iv = ^^ri'Vsin\h.sin^A 

X2 
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F) Formeln für die Veränderungen, ivelclie die Seiten und Winkel 
eines sphärischen Dreiecks erfahren, wenn einzelne deraelben 

sich verände]^n. 

AA) Formeln für das sphärische Dreieck überhaupt. 

Wenn in einem sphärischen Dreieck zwei Theile, Seiten oder Winkel, als 
constant angenommen sind, so* wird der Emflufs, welchen eine sehr kleine Verän- 
derung (DIflferential) irgend eines dritten Tlieiles auf die übrigen Slücke des Dreiecks 
ausübt, durch folgende Formeln dargestellt: 

f Erster Fall. 

Eine Seit« a und / . , , 

1* j w \ \ % \ sind als constanf angenommen. ' 
em anliegender Winkel p y ^ ^ 

a) Wenn sicli die Seile b um 3b verändert, so wird: 

aa) die Veränderung der Seite c: ^ 

1 

1. 3c = 3b . = 3b . sec a 

coa (X 

rt ^, sin h • sin c 

a. = 3d . 



3. = 3b . 



4. = 3b . 



cos a — cos h . cos c 

sin c 



cos a . sj'n b — sin a . cos h . cos y 

1 

cos a . sin ^3 . siu y — cos ^ . cos y 



bb) Die Veränderung des Winkels a: 
5. 3cÄ = — 3b . fctng OL . cot b 
r- . ^1 sin OL (cos c -j* tanß^ a . cot .3) 



7. =— 3b.-r 



sinc 
siny 



sin b {fang b . QOt a — cos y) 
cc) Die Veränderung des Winkels y: 

J7» b 

* sin^h . co^ SL'-^sin h . co* b • cojy 
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b) Wenn «ich die Seite c um 3c verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 

11. 96 = 9c. cos a 

. ^ ^ cos a — cos b . cos c 

12. = 9c . 7-^ — ; ^ 

sin b . stn c 

4 

. ^ ^ co^ a . sin b — sin a . to* b . cos y 

13. = 9c. : ^ 

smc 

14. = 9c . (cos a . sin ß . ^i» y — coj ß . cos y) 

bb) Die Veränderung des Winkels a: 

15. 9« = — 9c . sin a . cot 3 

., ,^ ^ sin^a.cota-i^sina.cosot.cosc 

16. = — - 9c . ' . . 



smc 



A^ ^ sina. sinß 

17. = — 9c . -r ^ 



^mb . tangb 



cc) Die Veränderung des Winkels yr 

Ib. 9y = 9c . . j 
^ sin h 

.^ ^ sin a. sinß 

20. = 9c /ff-^^"^ 

^1/^ b . sm c 



21. == 9c.-: 



sinken 



sin a . 5m ß 



c) Wenn sich der Winkel a um 9« verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 

^2. 9^ = — 9oc . cot a tang h 

- smc 

"^ * ^m a (fro^ c -|- ^awg* « • CO/ /3) 

^^ ^m b'(/g?2g' b . CO/ a — cos y) 

.51« y '^ 

bb) Die Veränderung der Seite c: 
25. ac = -3«.*^ 

, ^ sma 
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•< 



26. 3c = •— 3<x.'-r 



süra . cot ß 4" **'* * • <»* <* • ro^ c 
rt_ ^ sin b . ^owjr b 

cc) Die Veränderung des Winkels y: 

1 

28, 3y == — 9« . -ä — r = — 9« . ^ec b 

c»* b 

29. =-8«. ^^y-^" 



cos ß + (X}S a . cos y 

* 

30« 52S •"■ 9öC • 'i ^ I \wmmmmm^ 

smaL.sme. cos ß -f- cos a • co^ c 

d) Wenn sich der Winkel y um dy verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite 6: 

31. 96 = 3y . sin h . cot a 

Oft ^ «Vb .a>^a — «/jb.co^b • co*y 

32. = 9y.— — — — , ^ 



^/Tzy 



o'i *s smdL. smß 

bb) Die Veränderung der Seite c: 
34. 9c = 3y • -V 



\ 



t 



35. = 3y . -? 



sm a 
sin^h 



sm a . sm ß 



o/- ^ sm h . ^m c 

3o. = 3y.— : :— 

sm a » 51/2 7/ 

Q^ ^ 5m a . sin ß 

Gc) Die Veränderung des Winkels a: 
38. 3« = — 3y-co5b 

Ort ^ ^ö5 ß + «05 a . cos y 

sm a . 5//» y 

40. = — 3y • (*»/i a • ^w c . cos ß -f- co5 ä . cos c) 
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Zweiter FalL 

Eine Seite a und } * . . ' ^ 

^ ... > sind ab constant angenommen, 

der Gegenwinkel a ^ 

a) Wenn sich die Seite b um db veiindert, so ^rd; 
aa) die Veränderung der Seite c: 

1 ;k:~~;ib ^5^ 

1. 3<^ — ~3«>*^^ß 

2. = — > 9b • {cos c.sina. lang ß — - cos a) 

3. 3ä — *9b> ' , — r— — ^ 

cos b • Sin CA . lang y -— cotf m 

L r*i, *w* c (eo* c — COS a . co^ b) 

4. = — 3b . T-r4 r : k 

sm b {cos b — cos a . cos c) 

i. «1- '^fßflT b . CO/ c — cös a 

1 — ttatg b . CO/ c . C05 a . 

bb) Die Veränderung des Winkels ßi 

6. dß = 3b . CO/ b . fang ß 

- rvi ^''» « + «^^ a • cos C • /fl/M" fJ 

7. SS db • ■ I ■ . ^ ■ 

^ ^\ w> y -f* coj y . cos a . /giy p 

"" * jma 

9. =3b*-r 



sm c •— co^ c • ttmg b . co^ a 



10. = 3b . -T 



smy 



sm a -^ CO J a . /on^ b • cos y 



cc) Die Verandenme des Winkels y: 



11. 3y = ~3b. 



smy 



fang c . cosß 



12. =-ab.£2££4i^ 

^mb 

13. «-3b. *^" 



co,s b . fang y^sif^h . cos a 
14. ^ V— 3b ^^y ' ^^'y ß'\-cossi . sin y 



sm^L 
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\ 

15. d: Ph ^y^^+^'^ ^'^^nß^^'COSy) 

tang a — lang b . cos y 

16. -jb cosh.tangy^tanfi^cx 

' sin b {cos b . tang a . tang y — 1) 

b) Wenn sich die Seite c nm 3c verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 

. 17. 9* = -3c.^2££ 

cosy 
18. =-.3c. 



co^ c . sm a . ^on,^ ß — c 



»/ 



co^ c • sm a . ^ong- 13 — co^ a 
19. 5s -^ 3c . {cos b ..^w a . tang y — co^ a) 

20 = — ac y^ ^ {cosh — cos a . cos c) 

* «'» c {cos c — • co^ a . C05 b) 

Ol o", 1 — tangh.cotc.cosa 

tang D . cot c — cos ot 

bb) Di6 Veränderung des Winkels ß: 

22. 9ß = -3c.— 4i£— 

tang b . CO j y 

• 23. =_ac.^2£lL££2£Z 

^J» c 

sina 



24. =— 3c.; r '. 

tang D . cos c — w» c . cos a ' 

23 =s -«. pic ^^^ P • ^<^pg y "}*• ^fty^ ' ^^^ P 

^i/i a 

26 = — nc '^'^ P (^ + /q/gg- a . tang c.cosß) 

tang a — tang c . co^ ß 

27 — -^ a gQ^ c . tajig ß -f- f ^f/ig* a 

' (co* c . tang a . /^afig- /iJ — 1) sin c 

^ Die Veränderung des Winkels y: 
28. 3y s=3 3c . cot c . /or/g- y 

sin h 
qa — Q^ sinß^-\--cos sl .cosß . tang y 

51/1 a 



.\ 
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SMOL 

31- 3)'?=8<^-:rfrhZ: 



sin b — cos b . tang c . cos a 
w* ß 



. * sin a -7- co^ a . tang c . cos ß 

c) Wenn sich der Winkel ßjsm dß verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 
33. 3* = dß'tangh.cotß 

di • gi^i 6c -j- c<w c . coi- a . tang ß 



sm a 

36- = aß • T 



^/ä y -{-CO^ a . t€ing ß . coA* y 

sin c "^ tangh . go^ c . co^ cc 
• 3o. 3SS 33 • ■ 

sin a — CO J a . tang b . co^ y 
37. =5 3P . -2- 22 

bb) Die Veränderung der Seite c: 

-^^ tangh. cos y 

39. =—3^5. 



40. 



cos b . tang y 

tang b . cos c — .y/V/ c . cos a 

= — 3ß • — ^7;,, ,, 



sin iü 

sin a 
41. =—3.3. 



cos ß . tang y + to.s a . sin ß 
tang a r— /mag c » cos ß 

sin c (<:qj c ../q/iff <^ « ^^^g P — 1) 
43. 3ß. co*c.fawg'a.f</7/«ß — 1 

cc) Die Veränderung des Winkels y; 

44. 3y.= ~3P.2^ 

45. ' :;=— 33.(51» a./awgrb.cojy + twa) 



46. =— 3|3.-r 



jm a . fo/ig" ccosß-^-cos^ 
i. 
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^ 



f<\ 



47. 9y =» ^^ß^^;^y(cosy + cosa.cosß) 

sm ß (cos ß-j-cosa.cos'y) 



4»- 



^^ tang ß. coty-^cosa 

1 -f- otw a . fang ß . co^ y 



d) Wenn sich der Wiidcel y um 9^ veranderl, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 

Siny 
sin h 



50. 



51. 



52. 



53. 



54. 



cos c . tarfg ß 

cos b . fang y — ^Vi b . c os a 

sin a 

sina 



= — 9y. 

^ ' lang ß . cos y + c»^ a . sin y 

*i» y (1 -j- tang a . /^r/ig* b . cos y) 
^^ ^^jw w^ b {cos b . ^niiff a . /gwg- y ^ — 1) 



C05 b • toTi^ y -j- tang a 



bb) Die Veränderung der Seite c: 
55. 3tf = dy*t€mgc.eoty 

56» = 9y . -r 



57. =: 9y • -T 



«» a -|- cos h . CO* a . tang y 
sina 



58. 



59. 



sin ß + c»* a . cos ß . tang y 

^ ji» b — CO* b . cos a . tane c 

= 9y> ■ Ä. 

^ *m a «^ CO* a • tone c • cos ß 

= 3y* . ^ ^ =- ' 



smß 



cc) Die Veränderung des Winkels ß: 

cosh 



60. dß = — ay. 



co*c 



61. s= — '9y> i . L I 

^ *ii»a ./ai^b.co*y-|-ro*a 

6% SS •«- 9y . (*!/» a • Hang q*€Os ß -|* co* a) 
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•^ ^ smy^cosy^cos a ,cosß) 
64. =5 — 9y • — i — —Sri- ^ 

Dritter Fall. 

Zwei Seilen. ) , , 

. . V ^^erden als constant angenommen. 

a) Wenn sich die Seite a um da verändert, so wird: 
aa) die Veränderung des Winkels ex: 

sin a 



1, 3« 5= 3a . -r 



sin b . sin c . sin a 

sm c , sinß 

3; SS 3^ • ' » t ' J " 

^m b . sm y 

bb) Die Veränderung des Winkels ß\ 

coty 
.4. 3ß = — '3a.-3 ^ 



5. =— 3a . 



sm9L 

cot c —* cof a . cos ß 



sin ß 



O. Ä= ■" oft • ■ «' ^ 



7. Ä— 3a. 



sm c .sma 
cos c . sin ß — cof PC . cos ß 
sine 



cc) Die Verandenmg des Winkels y: 
^ 8.. 3y = — aa.-T 



St i=— 3a. 



smsi 

cot b -^ CO/ a . CO J y 
siny 
cosß 



10- SS — p 3a . "T , * ^v, 

coy b . «'i^ y ^* go/ « * go^ y 
11. =— 3a. ^t; 

Y2 
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b) Wenn def Winkel oe sich um 0a verändert, so wird: 
- aa) die Verändening der Seile a : 

- ^ ^ ^ sin b . sin c . sin a 

12. 9a = 9« • : 

sm a 

13. =^ 3a . sin c . «« 3 

14. = 3a . sin h . sin y 

bb) Die Verändening des Winkels j3: 

Ä/i' b (cos c — ^//z c . tang b . cOif ö) 



15. 3p Ä — 3« • 



^iw* a 



16. = — . 3a . siii^ [i {cos c — cot u . cot ß) . 

17. ^ - a« . fHi^^lz 

40 ^ sinh.cosy 
18, = — 3a . : ^ 

^/» a 
4n rx co^c — «wa . cöjjb 

ly. SS «— 3a . r-r 

«r** a 
20. = — 3a . (cos c — «» c. cö^ a . cos ?) 

cc) Die Verändening des Winkels y: 

rt . ^ ^ w»^ c (ro* b — sin h . «>/ c . cos a) 
-21. dy == — 3«- 5-7 ^ 

22. = — 3« • sin'^y {cos h — cot a . cot y) 

23. =-3a.f^^i2U^^ ' 



24. =— 3a. 



25. a= — 3a . 



smoL 

sin c . co s ß 

sinsi 
c^h — cos^ . cos c 

^//y/'a 



26* =3 — 3a. (cJO^b — ^mb. rof a . «>*y) 

c) Wenn sich der Winkel ß um 3/3 veräiiderr, so vritd: 
aa) die Veränderung der Seite a: ^ 

27. 3^ :== — 3ß •:^/'» a . tcaigy 

sin ß 



28. =—3^. 



C9/ c — cot a .'coj ß 
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^^ sine, sin oi 

29. aaa->8p. ^^^ 

.9m c 

30. Ä ~^'co^c.^w|3 — co^«-^oä{3 



bb) Die Veränderung des Winkels «: 



«»* a 



31. aa — ~ 3P • ^/;j2b (tw c — CO/ b . sin c . tw «) 

1 

32. CS — 9.3 . -! 



33. s^ •"• dp • '^ 



jw^jS {eos c — cot (X. cot ^) 
sin u 



34. =5— 3.3.::7 



.9172 a 



^mb . cosy 



sin^ a 



» 

_ 1 

•^"* . — — 9P • ^^ c — c-of a . «« c • cos ji 



cc) Die Verändemng des Winfcels 7- ^ 

37. ^y = 'dp^cot?.tangy 

sin a . cot b — co^ a . cq.9 y 

38. = 3.3 . ^^^ 

co sh — cos a . cos c 

39. = ^^rcosc^cos9L.cosh 

cosß 

40. => 3? • ,/„ a . CO* b — CO* a . cos fi 

sfn c.coth — CO* c . cos a ^ 

41. = 3P • ^iVj b . CO/ c — CO* b * cos (^ 

d) Wenn sich der Winkel y um 3y verändert, so wrd: 
aa) die Veränderung der Seile a: 

42. 3a = — 3;^. ^//» »• /of/g" ? 

smy 



* 



43, •=— 3y. 



coib — co^ a . cos y 



» 



44. 8« = — 9y. 
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sin b • sin a 



j '^ cos ß , 

jLf' ^ ^inh 

40. = — 3y . -, 



cö^b . iiny — cd^ a • cos y 
bb) Die Veränderang des Winkels a: 



46. 3« = — 3y,--- 



*m' a 



sm^^ {cos h — sin b .cot c. cos u) 
47. =_9y.-^ * 



48.^ =— 3y. 



^ w*^ y (cos b^^cot a . «>f y) 

sin a 



49. =5—3;..^ 



cos ß . 51» }/ 

sinik 



50. =— 3y. 

51. =3.— 3y. 



sin c . C05 p 
sin'^ a 



CO« b — • cos a « C95 c 

1 
COS b — cot a • ^m b • cos y 



cc) Die Veränderung des Winkels ß: 
52. SP = 3y . ^owg* ß .coty 

5w a . co^ b '— f05 a . co^ y 

- , ^ C05 c — cos a . cos h 

54. = 3}/ . — r — 

C05 D — co^ a • cos c 

- ^ ^ sindi. cos h — cos a . cos ß 

55. = dy • — s — ^ 

.^ ^ sinh .cotc-^cosh .cosa 

56. = 3y.-i rr 

sm c . cot o — C05 c . cos a 

Vierter Fall. 

Zwei Winkel, ) ^ . 

, > werden als constant angenommen. 

a) Wenn sich die Seite a um 3<x verändert, so iivird: 
aa) die Veränderung der Seite b: 

1, 36 = 3a . ÄiVb (cos y -|- cof a . cot b) 
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2. ad = 3a . 



sin h . cos c 
^i/i a 

sin a 
cosy^ cos OL . cos p 



4. »da. 

5. s= 9a . (eo* y ^ cos b . sin y . cof a) 



siv^ot, 



bb) Die Veränderuiig der Seite c: 

6. 9^ s=3 3a • sin^c(cos ß-\-cotsi .cotc) 



7. 



a 



s= 9a. 



^m c . cos b 



^ma 



9. . 
10. 



^ co^ b . ^1» y 

SS Ha • . 

^ co^ p -|-€ ay g . cos y 

— da • . « : 

= 9a • {pos ß -j;- co^ c . cot a . .9m ß) 



oe) Die Verändening des Winkels a: 

4< a^ — ^« ^^'^inß.siny ^ 

ll« da=: da . . ■■ 

12. s=: 9^1 • sin c.sinß 

13. = 9a*^'2b.^üng/ 

b) Wenn die Seite b sich um 9b verändert, so wird: 
aa) die Veränderung der Seite a; 

1 



14. 9a = 9b • -: 



15. 



16- 



17. 



18. 



— 9b.-. 



sin'^ b (cos y 4" cot a . cot b) 
sinB 



= 9b.- 



sin b . cos c 



9b. 



cos C . ^f /l ß 

sin^a 



cos y -j- «w a . CO.? ti 
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l)b) Die Veränderung der Seile c: 

19. 3c = 3b . cot b . fang c 

sin OL . cot ^']^cost . cosoi 
cost, 



20. 



= 3b. 



21. 



22. 



23. 



^1 eoj b 

= 3b.-t 



51/1 « . cot y -j- coj? b . cos a 

, cot ß . ^m y -{- cQ^y ft » ^ps y 

"^w b . co^ y jj- C05 a . cos ^ 



cc) Die Veränderung des Winkels a: 

24. 3a = 3b • fang Cssina 

. sin b 

= 3b. 



25. 



26. 



27. 



= 3b. 
= 3b. 



cot y -j- cos b . cot a 
sindL.siny 

cos c 
sin h . cos y -^ cot a . ro^^b 
sin y 



c) Wenn die Seite c sich um 3c Terändert, so wird 

aa) die Veränderung der Seile a: 

1 



28. 3a = 3c . -: 



29. 



30. 



31. 



32. 



= 3C.-7 



sin^c {cos ß-^-cef a .cotc) 
sin a 



= 3c. 



= 3c. 



sin c . cos h 

sin a 
cos b . sin y 
sin'^ct 



cos ß 4" ^* ^ • ^^'^ y 



1 

^^ ^^ ' cos fi -j- C05 c . cof a . */n ß 



bb) Die Veränderung der Seile h: 
33. 3* = 3c ^tang b . cof c 

C05 c 



34. Ä 3c . -: 



sina . ^»f ß-^-coso. • C05 c 
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35. 3Ä = 3c.^i?±f*lli£2i£\ 

casß^cosa.cosy 



36. 



^ sin a . cot y -f- cö$ b . cos a 



<90^b 



*. ' ^4b* €Y>f ^4-co^a.cojß 

^Mi g/ . cot ß rf-'cos a . co^y 

fc) Die Veränderung des Winkels a: 
38. 3a =s 9c . tanf^ b • ^m a 

39. =ac. "^"^ 



40. = ac. 



cot ß -j- co^ a . cos c 
«in a . sinß 



cosh 



sinß 



41. = 3c . -T Q , _ - 

^m c . cos ß 4* cot a • co^ c 

« 

d) Wenn sich der Winkel a um 3<x verändert, so ist: 
aa) die Veränderung der Seite a: 

42. 3a =^ 3<x . -: r— t; — : — 

sm 9L.smß . sm y 

43. sss 3^ • . a 

sm c.sinß 

44. = 3* • . I t 



^m o.siny 

bb) Die Veränderung der Seite b: 
45. 3& « 



« / 



cot c 
3a. -r 



46. s= 3<x • 



^ma 

cot V -4- cotb . cot a 



sinh 



47. 



48. 



cosc 



3«--r 

sinsL.siny 

sin h . eojyt" co/ a ■ cos b 



cc) Die Veränderung der Seite c: 

//v ^ ^ co^b 

49. 3c = 3« . -r— 

sm a 



r. 



Z\ 
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50. 8c«3a.^^+j^'-^*^ 

51. «3a.^.£2it 



smß 



BB) Foniielii für qiharUcbe Dreie^e, in welchen eine Sede ss 90^ ifit. 

Enter FalL 

Eine Seite a (s 90<>) und ] . ^ , 

ein «nUegender Winkel ß \ ''""^ **• ~'^^* .ogenonunen. 

a) Wetm aicfa die Seite b um 9b verandertj so wird: 

1. 9c sr — 3b./#7ii^b. ^an^c 

b) Wenn sidi die Seite c um 9c Tecandert, ao wiid: 

4. 9& ^ «— 9c • €X># b • eol c 

5. 9^ = 9c • i ^u» 2a • t€mg c 

0. 9y = 9c.-.— £.- 

c) Wenn sieb der Winkel a um 9<x Terändert, so wird: 

7. 9^ = ^oi,.dn}^.coty 

9. 9y s=s d^'tanga.cot'y 

d) Wenn sieb der Winkel 7 um 97 Teranderl» ao wird: 

10. 9^ — — 9^ • I ^ 2b . CO/ 7 

sin Sc 

11. 9c CS 9y. ^. o 

12.'9a= dy*cota.tangy 
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Z«ru«cr FdL 



Eme Seite a (ss 90»)[iiiid ) . , , 

ein Gegenwinkel « j ""*^ ^ '^°"**"* ai««H»mmen. 

a) Wenn ndi die Stitt b nm 3b rerlndert, so i«t: 

1. ac«-3b>^ 



mi2b 



cosß 

= ab.*^'' 



cosa 

2. 3ß = d^'tangh.cotß 

3. 9y s= 8b • I #m 2)^ . /€»i^b 



b) Wenn sich die Seite c nm ^c verändert? .30 ist: 
4. 3i = -* 9c • 



= — 3c. 



SS 3c. 



cosß 
cosy 



cosa 

5. .3]) a ^3c.|jmSiß.tewgrc 

6. 3;^ ^ 3c.c0<c./<inf y 

c) Wenn sich der Winkel p nm 3P verändert, so wird: 

7. 36 sss 3^.toiig'b.co//3 

2ro^c 

8. 3^ :=: «— 30 . —7 — 25^ 

9. dy = '^dß'tangß.caty 

d) Wenn sich der Winkel y nm 3y verändert, so wird: 

10. 3ft s= — 3y.2e9#b.^Sy 

11. 3c? 3s dy^tangc.coty 

12. 3ß s «—d^^.colß./aiif y 

ZS 



^/ 



Olritter F«tt. 

Zwei Seilen, ^ • j i \ 

b (= 9Ö^) und' c V ^ constant an^eAbmmen. ' ' 

a) Wenn sich die Seite a um 3» veifindert, so wirdt 
1. 3a =s 3a . tang tL.cota 

2. aß= aa.Hf^ 

sm 3a 

.* . - 

^ cosy . Cöt y 

■■^ ^"^ (ja • " I 

COJC 

A/»a 

3. 3y = -.3a.^ 

smdL * ' 

1)) Wenn sich der Winkel a um 3a verändert, so wird: 

4. 3a = 3a • co^ a . tang u 

sinsL 

= — 3a . ^ 

co^c 

6. 3y = 3a . 4^ cot a.sin2y ' 

i _ 

c) Wenn sich der Winkel p um 3/3 ver8nd<^^ so wird: 

7. 3öf = - d?'i sin 2a . tang ß • 

• ■ ' • 

^ ^^^ß .iinsi.ttmgy 

ö »X rx« sin 2a — • . 

8. 3a = 3P . — 



= ~3P. 



= — 3ß 



sin^ß 
sin9L . 
cösy 
cosc 



9. 3;^=:: ^y . tang ß • €oi y 



m » 
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N 
\ 

d) Wenn sich der Winkel y um djy Verindert, 80 ist: 

10. 3a =1 — ' 9y • ^m a • lang ß 

11. 3a =s 3y._£^f! , 
•12. 3?= dy^tangß.coty 

CC) Formeln für sphärische Dreieckig In welchen ein Winkel ss 90^ ist. 

Erster FalL 

Eine Seite a and ^ • , , 

em anUegender Winkel P (= 90«) { ^* *** """"^^ angenommen. 

a) Wenn sich die Seite b um 3h verändert,« so ist: 

1. 3^ = 3h • fang b . eoi c 

b) Wenn sich die Seite c um 3er verändert, so ist: 

4. 3& = 3c . tang c . cot h 

5. 3<K = 3c-i^2a.co^c^ 

c) Wenn sich der Winkel a um 3a verändert, so ist: 

7. 3^ =s *"'3^*^b./aiiy); 

ö. de d«. ^2a 

9. 3y rs — *3a./an^a.^a»f'y 

d) Wenn sidi der Winkel y um dy verändert^ m ist: 

10. 36= 3y.|^2b.faiif y 

11^ 3c =3 3y. . o 

'^ «i»2y 

12. 3a 35 — -dy.co^a.co^y 
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Zweiter FaU. 
Eine Seite a und ) . t , 

der Gegenwinkel a (= 90-) j "*"* *^ *^*"****'* angenommen. 

a) Wenn sich die Seite b um db verändert, so ist: 

1. 3c = "—- db . lang h . cot c 

2, 3^3 = dh.tangß.coth 

.3. 9y = — 3b . ■■ . ^Z 

sm 2b 

b) Wenn sich die Seite c um de verändert, so ist: 

4. 3Ä sss, — 3c . cöt h . tnng c 

5. 3/^ = •^ 3^ • * ft ■ 

6. dy = de • fang y.cotc 

c) Wenn sich der Winkel ß um 3ß verändert, so ist: 

7. 3i = 3|3.cof b./oiif j3 

8. de = -^dß^^tangß.sin^c 

9. 3y = -3P.?2^ 



= — aß. 



= —3.3. 



= —3?. 



fm2ii} 

€»^b 
CO ja 
cos^h 

C0S9L 



d) Wenn sich der Winkel y ma dy verändert, so ist: 

10. 3ft = 3>f.2^ii»äb./a/^7 

11. 3c s= 3y.faiaj'C.co/y 

12. 3ß == -.3y.~-^ 

. ro^b 

= — 3y 



= — 3y. 



COf c 

co^*b 



cof a 
co^a 
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9 

PriUer FaU. 

Zwei Winkd, ] ^ , 

o (^ qnn tmA \ '**'*'^^* *^ constant angenommen. 



a) Wenn nA £e Seite a um 3a Terandert, .so ist: 

1. a6-3..£f2b ^ 



^ aa. 



cost 



sm OL 

■ 



cos*c 



cosy 

3« de =s da • I sin 2c . co/ a 
3. a<» =s da • ^oiijr 9i*cota 



b) Wenn sich die Seite b um ab verändert, so ist: 

4. aa = db.^^^ 



= ab. 

ae ab. 



W»2b 
sinm. ' 
cosc 
cosy 



cos^c 

5. a^ =: ab . cot b • lang c 

6. da SS ab • I tangh . sin 2a 

^, cp j y , fang c 



co^c 



c) Wenn sich die Seite c um ac verändert, so ist: 

7- da = 3c- JT?/ 

jm 2C 

8. a6 =5 ac.^aiiyb.o9/c 

9. a« =s ac. fang h.sina 

d) Wran sidi der Winkel a um a<» verändert, so ist: 

10. a^ = dot^coist^tanga 

11. a^ = Ba. -^ 



=s aa. 



€»# C . cos C 

cosy 
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sma 



Anmerkung. Die hier fiir rechtwinkliche Dreiecke gegebenen Formeln» acUiersen kcineswieges den 
Gebrauch der in AA) angestellten allgemeinen Verftuderungsfonneln aus, sondern enthalfen nur 
solche Aufldriicke, welche nicht unmittelbar aus jeaita abgeleitet werden kötmeo, und daher dem 
rechtwinklichen Dreiecke eigenthümlich sind. 

Zusätze. 

1) Wenn in einem sphärischen Dreiecke nicht zwei, sondern nnr ein, oder 
gar kein Theil als constant angenommen werden kam, so tritt dieselbe Behandlung 
ein, welche Seite 144 für ebene Dreiecke dargestellt worden ist 

2) Bei sphärischen Dreiecken ündet die, Seite 141 angedeutete Reduction der 
Winkel in Bogen nicht Statt, da hier alle Elemente der Rechnung in Gradmaals aus- 
gedrückt erscheinen. 



Zweiter Abschnitt. 



Formeln zur trigonometrischen Analysis. 



f. 



A a 



I. Tafel zur Bestimmung der Werthe^ des algebraischen Zeichens 
und der Veränderungen der ' trigonometrischen Funktionen in 8en 

vier Quadranten d^s Kreises. , 



/, 



Aa 2 
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■ 


FürO* 


Für einen ^ a 

zwisclien 0^ und 90° 

(erster Quadrant) 


• 

Für 90« 


Für einen Z. a 

zwischen 90« und 180° 

(zweiter Quadrant) 


Sinus OL 


= 


= -^ sina w 


= + 1 


= +*»«(180«— a) 
= + CO* (a— 90») 


1 
Cosinus a 


= + 1 


= -j-co^a a 


= 


= — «>* (ISO»—«) 

=S — w«(a— 90") ^ 


Tangente a 


= 


1 . • 
= -^ianga w 


= oo 


= — /ang-(t80<»— a) 
= — «rf(a— 90») * 


Cotangente oe 


= oo 


= -{-cota a 


= 


=;—«»< (180»— «) 

= — tang (a— 90») ^ 


^ 

Secanfe a 

• 


= + 1 


zsz ^seca w 


= ÖO 


=: — sec (180»— a) 
=s — cosec (a — 90») 


Cosecante a 


= oo 


= -f" cosec a a 


=+1 


== -t-«)«^c(180»— a) 

= +sec («—90») ^ 


Sinus versus a 


= 


= -j- sin vers a w 


=4-1 


= 2 — *H»t»«r* (180»— «) 
=s5— a)*r«r*(a— 90») 


Cosinus versus a 

< 


-= + 1 


= -\- cos versa a 


= 


= co^t;^j(180°— a) 
= sin vers (a— 90°) ^ 



Anmerkungen. 1) Der Huclistabc w bedeutet, dafs die Punktion wuchst, wtiirend der Bogen 

2) Ueberschrcitet der Bogen ein oder mehrerem^l das Maafs yon 360*, so 
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Für 180» 


Für einen JL a 

zwischen ISO*» und 270<^ 

(dritter Quadrant) 


Für 270» 


Für einen Z. a 

z\vi8ohen 270^ und 360** 

(vierter Quadrant) 


Für 360° 


= 


5=— *«»(«— 180«) 

s= -.«)*(270»— a) ^ 




. = — «/l (360<>— a) 

= — «>^(flc— 270^) 


= 

• 


= — 1 


SS— cos («— 180») 

= — ein (270»— a) " 


= 


= + coj (36(K>— a) 

= +^w(a— 270«) ^"^ 


=-+1 


= 

• 


= + f fing- (a— 180») 

= +«»<(270»--a) ^ 


= 00 


= ~fö7^(360^— a) 
• = — co/(a— 270^) 


= 


= oo 


= + CO/ («—180») 
= + fang (270»— a) 

• ■ 


= 

* 


= — cot (360^— u) 
= — /crwg" (a— 270<>) 


= oo 


= — 1 


SS — «rc(«— 180») 
= — «M«c(270»— «) 




= +tf^c(360°^«) 

a 
= 4" cosec (a-i- 270^) 


= + 1 


= oo 


= — cosec (a—lSOf) 
= — j<»(270»— «) 




= — ro^^c(360*'— ot) 

= — *^c(a— 270^) ^ 




«+2 


= 2— «BVCT-*(a— 180») 

= 2 — CO« t»«r* (270»— o) 


-+r 


= «»t?^^(360°— «) 
a= cos vers (a^'ilO^y 


= 

1 


=+1 


= 2 — ««»«•* (270»— «) 

W 

= 2— «>*»««(«— 180^ 


= + 2 


= 2 — CO« wr«(a— 270») 
Ä 2 — «/» vers (360»— «) " 





vrächst ; a hingegen» dafs die Funktion abnimmt, ^renn der Bogeit- wäclut. 
$60* lo oft abgexogenf als dies möglich itt, ohne eine aegative Zahl ru erhalten. 
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« 

n. Zusammenstellung analytischer Werdbe fhr die Funktionen 

bestimmter Bogen. 



^m 



A) Werthe für die Sinus und Cosinus der Bogen von 3 zu 3 Grad. 

=: 

-= k [t^ l4-K¥+K (5+l/5)~l/(ir-f?p5)~l/|~]/|] 

= k [1/(30+6 kS) — 1 — 1/5 J 

= k[Vk+V ^.-V{^- V^)] =^i [l/(3+K5)- V(5-l/5)] 
= i[l/3+l/(10+2l/5)-K15] 

= i [I/|-|/i] = i £1/6-1/2] 

==i [-1+1/5] 

= I [1/^+1/1+1/ (15-3 1/5)+ V(5~t/5)~K|-K^] 

= |[l/3+l/ 15— 1/(1 0— 2k5)3 

= i[l/|+l/(5+|/5)-K»i = i[V(5+l/5)-l/(3=F5)] 
= 1 . 

= |[1 /|+1/¥+K (15+3|/5)-.1/(5+1/5)~k;~1/|3 
= i [1/(10-2^/5)] 

= i [t/i+ Kf+K|+ K¥+]/(5^^^i75)-t/(15-3t/5)J 

= i [1 +1/(30+61/5)— K6j ■ 

= 1/4 

=a^[l/15+l/(10+2t^^-|/3] 

« i[l/f+l/^+V^(5-l/5)+]/Cl5-3K5)-l/J-l/|] 
= i [1+1/5] 

= i[l/|+l/^+K(5+K5)+V/(15+3K5)~l/i-K¥] 
= 41/3 __ 

= i[l/4+ |/(5+l/5)- l/|3 =s l[l/(5+l/5)+l/(3-K5)J 
= 4 [l+l/(30-6r/5)+p/5] ' 

= I [l/ |+l/|+ i/|+K¥+K(i5~3i/5)-1/(5i:+^J 

= J [1/(10+21/5)] ^ 

=» I [l/f +t/ 4] = i [t/ 6+t/2] 

= 4[t/5+V/(30+6I/5)--l] ' 



«« 0« 


s=s 


€os9ffi 


«» 3" 


= 


cosST^ 


«in 6» 


\ 


cosSiP 


iw 9» 




cos SV 


.«» 12» 


s= 


coslS"" 


«»15« 


£= 


coslb^ 


*/» 18» 


=s 


coslif" 


«I» 21» 


= 


cos 69^ 


*in 24» 


s= 


cos 66^ 


«n 27» 


=s 


cos6Z^ 


«» 30» 


=5 


cos6(y 


*m 33» 


« 


cpsbV 


*Hi36» 


s= 


cosbi!^ 


*Hi39» 


= 


cos 51® 


«i>»42» 


zz 


cosiS^ 


«11» 45» 


= 


costö^ 


an 48» 


II. 


cosiV 


«m 51» 


=s 


cosSQ"" 


*//»54» 


^ 


cos 36^ 


*i» 57» 


= 


cos'33^ 


*ft»60» 


= 


co^ 30® 


«n63» 


= 


coj27® 


sin 66» 


= 


co^ 24® 


«n69» 


= 


co^ 21® 


«'» 72» 


— 


co^l8® 


sin 75» 


= 


cos 15^ 


«» 78» 


"' 


cos 12^ 
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«»Sl- = ew9» = I [t/|H-KI+ V( 5— 1^5)] =^ i[l/(3+l/ö)4-l/(5-l/5)J 
«» 84<» = <»* 6« =s I [1/3+1/15+1/(10— 2l/ö)J 

««87<» = €w3» = I [l/|+V¥+V(5+t^5)+l/(15+3|/5)— l/J-l/|] 
«fnSQOss co*0» Ä 1 



brauchbaren W«rtfae für 



B) Zusammenstellung einiger anderen brauchbaren 

-die Sinus und Cosinus bestimmter Bogen. 

sin no = cossn'^ « |]/(!E^E^ 

«i»ll|« SS CO* 78J» = I l/l2— l/^l/2)J 
*«» 22|^^"» a=s CO* 67|» = 1 1/(2—1/2) 

«•»SSI« = owSei» SB i l/l2— 1/(2— t^)J 

^« 52^* = ««37^0 =. I |/^E^±E6) 

«i» 56;» = «M 33|"» =s I V[2+|/(2— l/2)J 
sin 67 k" = CO* 221"» = l^l//2-4-I/2f 



«»56;» = «m33|"» =s i 4/[2+1/(2— l/2)J 
?m 67I» = CO* 22|"» = 1 1/(2+1/2)' 

»B^Sf» = CO* 114» « |VC2+|/(2+t/2)J 

rf»82|o = «,, 7^0 = ^yjEEE^ETj 



C) Werthe für die Tangenten und Catangenten roii 3 zu 3 Grad. 

K(l-Ä)-2+l/3 

/.»By3»;=a)#^7'>=;. -, // 2 N 

l+K(*-^^3) 

_ 2+1/3-1/(5+21/5) 

l+(2+l/3).l/(5+2l/5) . " 

_ '^|^-(»^5-l)-«^3-l);^(5+K5) 
i~^.0/6-l)+(l/8+l).l/(5+l/5) 
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1/3-]/ (l+ A) 
fang 6» S5 CO« 84» =» \ K»/ 



H-KK«+Ä)] 

^l/(5-2l/6)-ji5 

|/'/ 3(5— 1/5) \ 1/5+1 
'^l/Z S— 1/5 \ . 1/3.(1/5+0 

""^ y- - cotni - ^j^y^^_^ ^^^ 

= 1+1/5—1/(5+21/5) 

\/ Wfy^ 1/3(1/5-1) 

_ y(5+2i75)— K3 
. l+H3( 5+21/5)] 




fon^ 15« = CO« 75» = 2—1/3 

— 1^3—1 

— 1 

— 2+1/3 
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tang 18« sscotl^ssy {^"ys) 

= 1/(1-2 Ki) 

__ ^ 1_ 

"■ 1/(5+21/5) 

k^.(I/5+l)+(l/3+l).l/(5-l/5) 

.i^-p±i.a/5+l)+(l/3-l).l/(5-l/5) 

^ V(5— 21/5)— 2+1/3 
1 _j_(2_V^3) .1/(5— 2 1/5) 

2^V/3+l/(l+i75) 
^^« 1/3— i/(5--2l/5) 



1-.^^ n 




^JTä) 



= 1^+1/(32:^ 

lauf 87» as «Keyss — wt_i 






I. 



Bl) 



tang 30^ = cot 6(fi = 



V 
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tane 27» = cot 63» = > ^^^^ 

= 1/5— K(5— 2^5)— 1 

J/3 

= i.l/3 

_ l/3— 1 

' "~ 3—1/3 

....... - ^.... - l/(5-2l/5)+(2-K3).l/5 

1/5— (5»— 1/3).}/(5— 21/5) 

■ _ 2-v/3+K(r:^ 

l-(2~k-3).K 0-^) 

_ 2+1/3+1/(54-21/5) 

2 i/(5+2^/5 )+V/l3(5+2^/5)]— 1 
/ang- 36« =3 co^ 54» = V (5— 2^/5) 

: [K('+i^)-K('-A)].K5 

' ^ ^ Fö+i : — 

?:^^.(l/5+l)-(l/3-l).|/(5-t/5) 

/ong- 39» = cof 51» = . ^_2.t ^ ^ 

i:-p^.(I/5+l)+a/3+l).l/(5-l/5) 

_. 2,+l/3— 1/(5— 2K5) 
-l+(2+K3).l/(5'-^=2p5) 

l/(5+2l/5)-,-L 
/ang 42» = cot 48» = :: 1-i 

,+J/(a|t2) 
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tang 42*» = CO* 48« = 



|/[3(5+2|/5)]~l 
K3+l/(5+2|/5) 



K3 



-K(.-Ä) 



+KR.-Ä)] 



n 



1/5- 
3(5-|-l/5)\ 1/5 — 1 



)- 



K3(l/5-l) + |/(^^) 



tätig iö" s= CO* 45* = 1 



<af^48«'t= CO/ 42« = 
/ang- 51» = CO« 39» SB 



*an^ 54*> = cot 36" = 



1/3+1/(5+21/5) 
1/3(5+21/5)— 1 

l+(2+l/3).|/(5"— 21/5) 

2+1/3—1/(5—21/5) 
.1 



1/(5-21/5) 
1/(5— 2K5J 



l-(2-K3).K(«-j^) 



, tmg i-J> =i cot 3!f =1 —. =-^ —r 

S_K3+K(l-j75) 
tang 60^ = cof 30^ = 1/3 



f flrnj^ 63« = co/ 27« = 



fang 66*^ =r cot 24« = 



1/5, 

1/5+1/(5— 2I/5)--I 
l+l/[3(5-2j;^ 



Y 



Bb 2 
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.««^■^ = «,/ 210 « i±3=^aKfci^ 

•ö 1/^—21/5)— 2+1/3 

tang 72» = cot 18» = l/(5+2J/5) 

fang- 75» ss eo« 15» s= J^pg 

= 2+1/3 

/* |/(5+2l/5)— 1/3 

* 1— 1/(5— 21/5) 

s= 1 +i/5+|/(5+2 1/5) 

* l/[3(5-2l/5)]-l 

.««^87» = «,. 3» = ^+gtn'>K^^+"^'^ 

* . 2+1/3— 1/(5+2 1/5) 

D) ^Funktionen für die aliquoten Theil^ des Kreises. 

t 

Es- bedeute ^ den halben Kreis oder 180^> -so sind: 

aa) Die Funktionen fiir | {= 60<) 

1. sin = \.VZ 

% cos z=z \ ' 

Z. tang = yZ 

4. cof = 1 .1/3 

5. j^c = 2 

6. <^^^f = f • ]/3 

bb) Die Funktionen für | (= 45<^) 

1. ^Vz = Ki 

2. cos = l/^- 

3. /tf/3^ a:: 1 

4. CO^ =1 

5. ßec = 1/2 

t 

6. cosec s= J/2 
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cc) Die Funktionen für ^ (=: 36") 

1. sin =1.1^(10—21/6) 

2. CO« == i . (1 +1/5) 

3. tang = V(5— 21/5) 

4. ^ =|/^^^ 

5. ^ec = 1/5 — 1 

dd) Die Funktionen fär | (= SO«) 

1. sin =i 1- 

2. cos = 1 . 1/3 

3. ta>^ = 1 . 1/3 

4. CO« = K3 

5. «c = |«l/3 

6. . co«tfc = 2 

ee) Die Fonktionen für % (s 22^«) 

2. «w = 1 . 1/(2+1/2) 

3. /<w^ = 1/2— 1 

4. co^ = 1/2+1 

5. WC =1/2(2—1/2) 

6. cojtfC aa |/2(2+K2) 

ff) Die Funktionen (Or ^ (s 18P> 

1. «» «s^^.d/S— 1) 

2. CO« SB 1 . 1/(10+2 1/5) 



* I 

» • . I 



X 
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4. cot = 1/(5+21/5) 

5. sec = y f > ~ -»j 

6. cotf^c =s l/5-j-l 



in. Werthe für sammtliche Funktionen, ausgedruckt durch alle andere. 



A) Werthe für den Sinus o. 
a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens.. 
Ausgedrückt durch : " Fonnd : 

1. cosa'^ |/(1 — cos^a) 

2. tanga; ^ . \^ 

1 . 



3. cot OL '^ 



4. sec a ; 



5. cosec a; 



7. C05 2 ; 



8. iang:^\ 



9. co/^ 5"*, 



|/(M- «><*«) 

l/(^^c«a— 1) 



seca 
1 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 






1 + ton^« I 



« 2 






id9 



Ausgedrückt dureh: 



Fonxiel; 



a 



10. sec^'^ 



2.K(««-|-0 






a 



11. cosec x-; 



. y {cosed^ i ~ V 



cosec^ ^ 



12. ^/iz2a; 



13. eo^2a; 



14. tangia} 



c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

1/(1 + «■» 2«) — 1/(1 ^ «■» 2fx) 



K? 



— £Y>j2a 



15. CO/ 2a; 



16. ^^C 2a ; 



17. C0^^c2a; 



) ■ - 

] / / |/(1 + tang' 2«) - 1 \ _ 
»^ \ 2 1/(1 + /ang^ 2«) / ~ 

— \/(^ 1 + <q^* 2a — K(i 4- ^*^qg* 2^*) j 

l/^/^ |/(H^CO<'' 2«) -r CQ^ 2/ic '\ _ 

'^ V 2 1/(1 + CO«* 2«) /~ 

— 1 /^f 1 1 + cof" 2« — co< 2a |/(T+"co<'' 2^) ^ 
"" '^ ^** l+co*'2a . / 

1/ / sec2a—i \ 
r \ Isecia. ) 



■VI 



cosec 2a 



cosec 2 



+ 1\ 1 'X /f cosec %x—\ \ 
5a V a • K \ cosec^ /. 



d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens. 

18. cos a, tang a; co^ a , tang a 

19. CO^a, CO/a; 



COSft 



20. tanga, seca^ 



cota 
ianga 
sec» 
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Ausgedrückt durch: 

21. cosa^ secoty coseca; 

22. seca^ coseca 'y 

% 

23. tar^ a, cot a, cosec a; 

24. ' sec Qt] cos a, fang oe; 

25. seca^ cosOf coia; 



Formel: 
cos a • sec a 
cosec u 

seca 
\/(sec^ OL -|-^ coseca) 
tang a . cot a. 
coseca 

sec of, *— cos a 

tanga 
{seca^^eosa) cota 



e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens. 



26. sin^, cos^; 

27. ^»n» «>*o; 

28. «» j, föwg-g^ 



29. *^»o' ^^o> 



a 



a 



30. co^g, ^«^^2' 



31. M^o9 ^^oi 



Oft ^ « 

32. cosTTi cosec^i 

^ 2 

33. /onyg^, cotp 



a <x 

2 ^/7i 5> . CO* 5" 

l — (jtsm^^^COS^y 



2 sin* ^ 



a 



2sin^ 

a 






2 CO** 5- 
a 

2co*5- 

a 

cosec ^ 



a 



tang^-^cot^ 
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Ausgedrückt diuch: 



35. tang^, cosec ^; 



Ot (X 

37. cot^f cosec ^\ 



38. sec^f cßsec^; 



OL OL 

39, .sec-qy cosec^; 



Formel: 



a 



2tang^ 






a 



OL 



lang ^ . cosetr ^ 
2' 2 



2 cot 



a 



OL 

cosec^ ^ 



a 



a 



5^c g- . cosec ^ 

2 sec ^ . rö^^C 5« 



Ä^£r 5" -j- cosetr ^ 



f) Veniuficlite Ausdrücke aus den Funktionen des einfachen, halben und 

doppelten |i. s. w. Winkels zusammengesetzt. 



40. 


cosa, 


sin 2a; 


41. 


V 

cosa, 


sin 2a; 


42. 


cos OL, 


cos 2a; 



43. cos a, 



tangp 



a 

cotp 



44. id. id. ; 



\/{l -|- sin 2a) — cos « 
cos a — 1/(1 — «» 2a) 
]/(c05'a — • CO^ 2a) 

' a , 14- coj a 



a 



1 — cosa 



^ .- . a 

= (1 — COJ a) a># 5" 



I. 



C C 



MS 



Ausgedrückt durch: 



a 



45. cota^ ^^'o5 



\ • 



46. cot «, tang ^-j 



47. coi et. 



«,^(45 + 1); 



48. id. id.; 



49., Ä»(30+a), *iw(30— cc); 

50. co^(304-a)i «w(30— tt); 

51^ .yi>>(60-t-a)j sin {60 — a); 

52. Cö^(60+a), M^(60— dt); 

53. cos a, sin (6Q-}~<3i); 

54. cosa^ ^Ä»(60— a); 

55. <Y>^oe, co*(60+a);^ 

56. co^o, cof (60— a); 

57. «y,(45 + |); 

58. *i«^45— J); 

59. /««g-(45-^)j , 



Fomel: 



a 



COf ^-^COta 






1 — 



cosa 



/ai;«-(45 + j) 



1 — cos OL . CO/ 



0^+1) 



1 — ^ 7 "Y = 1— «wa./f?iM^[45 — S-) 

co/(45-^^) ^^ 2; 

^1» (30+«) — sin (30— f/) 
P^3 ' 

co^ (30— a) — cos (30+a) 
sin (60.4- «) — -^''^ (60 — «) 
co^(60— «) — ^^OJ(60+A) 

2 {sin (60 + a) — I . ViZ.cosa)) 

2 (i . 1/3 . CO* ^ — ji;? (60 — «)) 
1 €!0^ oe — «r^Of (60+a) 

1.1/3 
cojp (60 *- «) — ^ I cw g 

1-1/3 

1 — 2ct»»(45— ^) 

l-/aiif'(45— J) 
1 + *«V(45-J) 



AuBgedriiekt 



60. /eiiiff(45 + j); 



61. cot 



(«-!), 



I 

Formel : 

««.y'(45+|)-l 



^2. «rf^454-^j; 



co<» (^45— 1) + 1 
' 1 -.«)«» (45+ J) 



1+co/« 



/«Bgr (^45 -f j j + /oiiy (^45 — 2 j 

64. ..^(45+1), ^(45+1); ; J^ ; j; 

(45-|\«>l(45-|); ^4— ^T -^-7 ^ 



6S. tanf 



6^. *m (45-4-«), sin (45— a); 
67. i?o^(46+a), aw(45— a); 



sin (45+«) — sin (45— *a) 

1/2 
cos {^—o^ — cos (45+a) 



1. sinoL'^ 
% tanga; 



B) Werthe für den Cosinus a. 

a) In gteidiartigen Funktionen desselben Bbgens. 

dorc^:. Formel: 

yiP^sin^a) 



\i + tang^ a) 



C« 2 
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3. 



' Ausgedruckt durch: 
cot a; • 



4. sec a ; 



5. cosecot; 



Formel 



cot Ol 



]/(14-co/^a) 



\/{cosec^ot — 1) 



coseca 



b) In gleichartigen Funktionen des halben ßogens. 



6. 



7. 



10. 



11- 






a 



a 



cö^^; 



8. tang I ; 



9. co^o» 



a 



sec^'y 



a 



cosec^'y 



1 — a^iVj 



a 



l-^rtan^^ 
co/a|— 1 

2 — ^ec* j 

(X 

cosec^ ^ 



12. jm2a; 



c) In gleicharligen Funktionen des doppelten Bogens. 



]/ [l+K(l— ri»'ä«) 



-1/(1 + *»» 2«) 4- 1/(1 — sin 2a) 
= • -2 



906 



13. cos 2a; 

14. iang2a*j 



K(i 



Fonnel : 



A-cos^oi 



) 



|X| V(Tfgy2«)+l ] ^ 

_ l/fi 1 + ^g/»g* 2« + 1/(1 + ^a^ 2") I 

— y U- 14-toij«?2a - -I 



15. cotia; 



1/ [ \/{i+COt^ 2a) + C0t 2a 1 _ 
y L 2 1/(1 + W^' 2a) J ~ 



16. secioi] 



17/ «W^^2a; 






, 1 4- cof» 2a + co< 2a . 1/(1 + cot^'ia) 
" 1 -f cot* 2« ""• 



. 1 y rcosec 2a + Yicosec" 2a — 1) "| 
' L ^ 2 co««c 2« -» 

d) In yersdiiedeoartigen Funktionen des einfachen Bog^ns. 

smcü. 



18. sinay tanga; 

19. «/»a, co^a; ^ 

20. f€»ig: a^ co^^c a; 

21. co^a, coseca; 

• ^ 

22. wja, tangoLy sec'u; 

23. ^na, tanga, sec oi\ 

24. «'/*«, fang cny cosecd; 

25. ^1/2 a, CO/ a, cosec a ; 

26. sin oLj sec a, co5^c cty 

27. tangotf cotoL^ sec(ty 



tanga 
sin <x,cota 

i - 

to/7^ a . CO^^C a 
CO/ g 
co^^c a 

1 4- sin a 
sec cc-\- tanga 

1 — ^w g 
sec a — /£7i3gr g 

I 

{cosec g — • ^i» a) tang a 
co.9ec a — sin a 

cot OL 

sin Ob . cosec a 
sec a 

tang g * cot a 

sec g 
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e) Vennischle Ausdrücke aus den Funktionell des einfadiea, lialben 

• Bogens zusanunengesetit. 



dofipelten 



Ausgedruckt durch: 



28. sin^j cos^; 



29- '«'»«^2' ^^2» 



30r sinot, tang^; 



a 

31. sin o, cot^\ 

OL 

32. sin OL j tang^; 



a 



33. sina, cat^'y 



34. tanga, tang^; 



Fonnel: 



a 

2 



. ^OL 



cos^ TT — sin^ TT 



cot^ — tang^ 



Stria 



— 1 



Ä«a.cof 5 — 1 
1 — sm a . to«^ ^ 



1 — 



«^2 



l + /a;ig^a./ai2g^^ 



a 



a 



33. tfof Oy cot^\ 



36. cosecoy ^^^qf 



cot a . cot 5- 

COf a . CO/ jj- -j- 1 



1 



cosec a . f ai^ ^ 



— 1 



37. eosecoj ^o^k\ 



a 



38. cosecay cot^; 



1 — 



^«^2* 



cosec a 



a 
.(ösfica 



— 1 
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AusgedriidKl durch: 



a 



39. ctMciXy cot^; 



40.' sin %x^ sin ot; 

41. casoiy cos%JL\ 

f 

42. coseca^ cosec^^. 

43. M%%oty sin^; 

^4. sin%Xj sin-^'j 

45* '^wia, 'ö^f^ö + ljv 

46. *w»a, *«wy(^ + j)j 

47. sina, iangftö'—^h 

48. *m a, fang T 45 — g- j ; 

49. sin a, co# (*&+ jj ; 

50. #wa, co/f45+^j; 



51. *ma, «>#(45— -yj 



.9 



. ^o, oo#r45— x-r, 



52 



53. ma^ sin (60-f>a); 



1 — 



Formel! 
1 



a 



cosec OL . cot ^ 



^ip2o6 

1 4- cos 2a 
2co^a 

cosec a 
Wcosec2oi 



\/{t -}- ^'» 2«) -r ^Äi o 



|/(l — ^2a) + ^m2 

to/i^(45+^) 

(1 —5m ot) . /owg^ ^45 + ^J 

(l -j-^m Ol) . fang ^45 — '^ j 

1 — sin a ^ 
/€i/fg'(45— I) 

(l+«/za).co#(45 + |) 
1 — sin a 



cot 



cot 



"K-D 



(1 — «»a) . w/ f 45 — jj 
^(604-a) — Ij»»« 

THTS 



— 308 — 
Aufl^gedruckt durch: Formel: 

54. smay sm (W-^a); •— ^ , ,^j. ^ 

55. sina^ co^(604-a); 2 (coj(60+a)-}-|. 1/3.«»«) 

56. 51/1 a, C05 (60~ a) ; 2-(co5 (60 — a) — | . 1/3 . sin a) 

57. <«ig-(45+|), eo*(45+|); ^ 



58. c<tf(45— |),co< (45 -fj); 



/fl7zg^(45+J) + co<(46+|) 



2 



co/(45-,j)+co/(45+0 



59. ^aBg'(45+|),<aBg-(45~0; 



60. «)*(45+|-), «)*(45— I); 2 «»* (45 4-|-). CO* (43— .|) 
.61. «»(45+0«»(45-|); 2«»(454-;|).;y/«|[45-j) 

62. *i»(30+a), W»(30— a); «» (38 +«)-{-«» (30— a) 

63. w*(30+«), «i*(30-oe); cos {30+a) + cos (30^a) 

I/o 

64. co5(60-f-a)> cos {60 — a); co^ (60-{-a)4-M^ (60— a) 

65. sin{€Q+a), sinm^c.); ^^(60+a) + ^>.(60-a) 

K 3 

C) Werthc für die Tangente a. 
a) In gleichariigen Funktionen desselben Bogens.^ 

N 

Ausgedrückt durch: Formel: 



sma 



2. CO.a; V/(T^=^?5^ 



3. CO^ oc; 



COSt» 
1 



Ausgediückt durch: 
4« seca'f 



5. cosecQi; 



a 



6. « 



7. cos -g- ; 



8- ^^^^\ 



9. cot-^\ 



10. 5^C -g- ; 



a 



11. cosec-^'^ 
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Fonnel : 
l/(<«c*a— 1) 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogen«, 

2««f.|/(l-.i»«5) 



/" 



a 



1 — 2««« 1^ 






a 



2«>*»-5-— 1 






2col 



a 



«..f-i 



üj/(«»-|-0 



12. ^//}2oe; 

13. COS 2a; 

I. 



OO^ec^-g- — 2 

c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 



n 



1 — ^ co^ 2a ^ 
\l «4- COS 2a/ 



D d 
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Ausgedrückt durch: 



14. lang 2a; 

15/ COtiai 

16. sec2a*^ 

17. cosecia; 



Formel : 

tang 2a 
Vit -I- cor* 2«) — CO/ 2a 

y Wc2a-j.l/ 

\/(cosec 2a 4- 1) — l/(cQsec 2a ~ 1) 
l/(co*a:2a+l) 4- l/{cosec'2a—l) 



d) In verschiedenartigen Funktionen des einfachen Bogens. 



18. 


sina^ 


cosa; 


. 19. 


sina, 


seca; 


20. 


cos a, 


COSeca; 


21. 


• 
secoty 


cosec a; 



sina 
cos a 

sin a . See a 
^1 

cos <x . CO^CC a 

^cca 



22. .^m a, cos a, co/ a; 



23. 



sm a, co^ a, 5^c a; 



24- «/> a, CO/ a, co.5^c a ; 
25. cosay seca, co/a; 



CO^^C a 

CO.f a 
^2/» a . co/^ a 
Ä^ca— ^co^a 

sinoL 

sin a . cosec a 

co/a 
CO^ a . 5^ a 

CO/a 



e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens. 



20. ^^^Ky ^^^9» 



27. ^m^, co*^; 



o • " a 

2 *W g: . cos 5" 

1 — 2 «V J 

2 5m ^ . CO« ^ 

2co*»|— 1 
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Aasgedrückt durch: 



Art • « a 

28. stn^i cos^; 

29. iang^, cot^\ 



Formel: 
2 f m ^ • cos 5- 






30. tang'^j sec^'j 



itang^ 



31, «^2 j oosecx^; 



2 — sec^ ^ 



32. 5m2a, cof 2a; 

33. sln%Xj coi 2a; 

34. <:o^3a, cosecia; 

35. COf 2a, €Y>^^c2a; 

36. long* 2a, eo«^c2a; 

37. cot%x, cosecia; 



f) la versdiiedenarligen Funktionen des doppelten Bogens. 

sin 2a 



1 -f- CO j 2a 

1 — CO* 2a 

sin%x 

(1 — CO* 2a) cosec 2a 

1 

(1 -|" ^^^^-^ 2a) cOJ^c 2a 
1 / (lang 2a . 
^ V/ö/ifi' 2a . 



C05^C 2a — 1 



\ang 2a . co*^c 2a -j" 



) 



1 / ( ^^^^^ 2a — CO/ 2 a\ 
^^^ \cosec 2a -j- ^0/ 2a/ 



g) Vermischte Aui^rücke aus den Funktionen des einfachen und doppelten u. s. w. 

. . Bogens zusammengesetzt. 

38. eot^j cota; cota^-^^cot^x 



39. seca, ^ong^\ 



2 fang ^.secoL 



Dd 2 
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Aiugednickt durch: Fonnel: 

a ^ 



40. secc/.^ ^^^2^ 



l+oo<*|- 



. ^ . a 1/(1 + ^i» 2a) — cos a 

41. 5wj2a, cosa, ^^ol ;jp 

j/(l -f- ^ 2a) — > ^Ä» ^ 

.^ . ^ . a co# g ~ |/( 1 — j m 2a) 

42, sin^ eosa^ ^^2^ — Z 

sin 5- + 1/(1 — w» 2a) 

44. ,« (30+«), ,« (30-«), cos (30+«), «« (30-«); Z^^+a)^Z^^Ü) 

45. «»(60+«),^« (69-«), a>*(60+«), coj(60-«); ^j>, (6o+«) + ^ (60-«) 

46. sin (60+«), *m (60-«), co, (60+«), cos (60-«); ^,gg+:j:;*^,[^i:^ 
A7 ^rinJ.«^ . ^i. «V /any(45+f)-toy(45-f) 

48. co*(45+0 a,/(45-|); ~i ^^-^— i ^ 



« « 



49. w»!^, CO* |, CO* (45+1^), CO* (45— I); r -,r j —- 

^ ^ cos{ib+j).cos(tö^^\ 

Anmctknng. Es laMea sidi überhaupt für die Temgente und Cotemgente oo viel AusdrädLe ange- 
ben^ als •• Gombiiiationen swischen den Werthen för Sinus und Codnus giebtf alleis eis Hietl 
denelbca folut zn sebr termckelten Formen» welche ecfawerlicb je in Anweadioig kommeti. 



r 

I 
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1. 



2. 



D) Wcrthe für Cotangente a. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogeos. 
Ausgedrückt dutcfa: ^ Formel: 



sin a; 



cosa'y 



3. fang a; 

4. seca\ 

5. cosecai 



1/(1 >- sin^ rx) 
sin a 



cos Ol 



|/(1 _ cos^ a) 



langet 



l/{sec^a^i) 
\/{cosec^ a — 1) 



b) la gleidunrligen Funktionen des halben Bogens. 



6. *»"o^ 



7. 



a 

CO' 2^ 



8. fanget 



. Ol. 



1 — 2«»«^ 



2./«fl/(i-^-'5) 



a 



2co*«-5-— 1 



2co^ 



~.J/(l-co*»j) 



a 



1 — /ong-»^ 
2/ong-j 



2co< 



a 



10. 



a 



tf^C-j; 



2-^*^c^ 



a 



iV{^^-i) 
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Ausgedrückt durch: 



Formel: 



11. cosec -5-; 



2 



A 



12. sin 2a ; 

f 13. cosict,\ 

14. tangia-, 

15. CO/ 2a ; 
' 16. ^^c2a; 

17. coseda-y 



c) In gleichartigen Funktionen des doppelten Bogens. 

l/(l+^2a) + l/(i— ■gi«2«) 
K( l+^'^2a) — 1 /(1— ^w2a) 
1 / f l -H ^072^ . 

1/(1 + tang^ 2a) 




/ajig*2a 
T K(l+gQ^'2a) + co/2« 

1 X7^2rjT\ - 

^ W2a — 1/ 

\/ (cosec 2a -f 1) + \/ (cosec 2a — 1) 

l/(co^«: 2a + 1) ^ l/(cosec2a—i) 

d> In verschiedenartigen Funktionen des einfachen BSfeens. 



18. sinay cosa; 

19. sina, seca; 

20. cos a^ cosec a-^ ^ 

21. ' ^^ca, co^ca; 

22. sina^ cosuj tanga; 

23. sinccj cosa^ seca; 

24. Sinex, lang a^ cosec et', 

25. ce>^ a, /a/2^ a, ^^c a; 



cosa 

- 

sin a 



^m a • ^^c a 
co^ a . co^^c a 
CO J^C a 
seccL 

sincK. 
cos a . /aw^* a 

^m g 
sec a — CO* a 
sin a . co.^^c a 

tang a 
cos a . sec a 



tanga 
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e) In verschiedenartigen Funktionen des halben Bogens. 



Ausgedrückt durch: 



26. sin-^, cos^'j 



27. '^»»oJ ^^^ay 



28. ^"»o' ^^^ö'y 



29. tang^, cot^; 

30. tang^j sec^; 



31. cot^j cosec^; 



Formel : 



1 — 2«»*| 
2 «n ^ . cos 5- 
2co*«j — 1 

2 5/» 5- . co^ ^ 

4« . *« 



2 ^//i 5» . cos 5- 



a 



a 



cot^-^tang^ 



2 — ^^c»| 



2tang^ 



a 






f) In verschiedenartigen Funktionen des doppelten Bogens. 



32. 5*» 2a, C0s3ia; 

33. sin^y cos 2a i 

34. cosiotj cosec2a; 

35. cos2ay cosec^a; 

36. ^aiig'2ay co^cSä; 



1 -^ cos 2a 
sin 2a 

sin 2a 
1 — cos 2a 

1 



(1 '— cos 2a) cosec 2a 
(1 -|- cos 2a) €x>^^e 2a 



V/ f tang 2a . co^gg 2a + i \ 
y \tang 2a . cosec 2a— J/ 
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Ausgedrückt durch: Formel: 

^^ ^c% ft 1 /^ (cosec 2a -}- cot 2a\ 

37, cot^cM^ cosec2a; 1/ f ^ — S -5-) 

g) Vermischte Ausdrücke aus den Funktionen der einfachen, doppelten u. s. w. 

Bogen zusammengesetzt. 

38. cot 2a, cot a; _-___ 



39. *^ca, tang^; 



OL 

40. 5^ca, ^ö^o? 



2 /ai3^ 5- • sec a 



^ a 

2^^ca.co/^ 



^ 1/(1 +^'» 2a) — «» ~ 

41.* 5i/l2a, <?05a, 5/«-; ^ == 

-^ P^(l -j-Ä/l 2a) — co^a 

a ^''^ I + V(l — sin 2a) 

42. ^i/}2a, ro^a, sln^] 

^ ro*a — J/(l — Ä'/j2a) 

43. w»(30+a), ^m(30— a), 1* co^ (30+a) + cos (30~a) 
coj(304-«), «>^(30— a)^ ) ^w(30-j-a) — jw(30— a) 

44. ^m(30-t-aM»»(30— a), i sm (30-f a) -f jm (30— a) 
CO* (30+a), cos (30— a); ) cos (30— a) — cos (30+a) 

45. *m(60-fa), W>(60— a), | ^» (60+a) + sin (60— a) 
COj(604-a), «>*(60— a); i CO*(60— a)— co*(60+a) 

46. «/i(604-«W'»(60— a), I cos (60+a) + cos (60— a) 
cos (604-a), cos (60— a)-, } sin (60-j-a) — sin (60— a) 

47. /any(45+|),to^(45->|); . y- ^v ^ 7—^ 
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Formel: 



Auftgedrücki dweb: 
OL OL /.. , a\- A. a\ \ * 2/ \ 2/ 

49. ^»,2' *^2' ^*V '^2'a ^*\ 2"/' ~^ 






E) Wcrliic für die Secante a. 
a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens. 



Ausgedrückt durch: 

1. siria; 

2. coi«; 

4. co^«; 

5. cosec a ; 



6. ^m^-; 



Formel: 
1 



1/(1 — «V tt) 
t 

1/(1 ^ /fl/i-' a) 

V(l + CO/' «) 
cai OL 

cösec OL 



|/(C05CC^ a — i) 

b) In gleidiartigcn Funktionen des halben Bogens. 



pt 



1 — 2ji/i*S 



7. co^2' 



8. fawyj; 



a 

9. co^2' 



f. 



a 



2 co^ 2 ~ ^ 



a 



1 — fany» ^ 



(X 






E e 
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Ausgedrückt durch: 



a 



10. sec^; 



11. cosec^; 



OL 



2 — sec^ ^ 
co$e& ^ 



Formel: 



c) In gleicharligcn Funktionen des doppellen Bogcns. 



12. sin 2o(; 



13. cos 2a; 



14. 

15. 
16. 

17. 



/<7ii^ 2a; 

C0^2a; 
sec2a; 

cosec 2a; 



Vit + «« 2a) + 1/(1 — «/i 2a) 

'^ Vi -f- CO* 2a/ 

1/2 (1 -f /a/^" 2« — 1/("1 + /ay^' 2«)) ' 

tang 2m 

1/2 (1 H- co<» 2a — cot 2« . 1/(1 + «>/* 2tt)> 



KG 



2 sec 2a 



i) 



..y^c 2a -|- 
K 2 co^^c 2a (jcosec 2a — \/{cosec^ 2a — 1)) 



d) In verschiedenarfigen Funktionen des einfoclien Bogcns. 



' 18. «/i a, /ar/^ a; 

19. */» a, CO/ a; . 

20. /flrn «^ a, cosec « ; 

21. CO/ a, co.y<?c a ; 

?2.r .91/7 a, ^oay'c a ; 

23. sin oLy tang a, cosec a ; 



tanga 
sincL 

1 



^17» a . cot CK. 
tang a . cosec a 
co^^c a 



cot a 



sin a . \/{cosec^ u — 1) 
/^ng- a {cosec a — 1) 
1 — «« a 
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Ausgedrückt durch: 

24. sin oLy tang a, cosec a; 

25. sino^ cota^ cosec a; 

26* sin a, ^os cfy coscc a; 



27. cos (Xy fang OLy cot a; 



Formel ; 
1 



(cosec a — sin a) fang a 

cot a 
cosec OL '^ sin ot 

sin a . cosec a 



cos Ol 

fang a . cot a 
cos a 



e) Vermischte Ausdrücke aus den Funktionen des einfachen, halben und doppelten 

Bogens zusammengesetzt. 



28. "^»»o» '^^o » 



COS^ 5- — */»' 5" 



r^ 



29. toÄg-^, cof ^; 






OL 

30. 5m a, iang^\ 



Ok 



(X 



Sin a — /flwg- ^ 



a 



31. .«// a, w)/^-; 



fx 



32. «Via, tong ^\ 



33. 51« a, co^ ^ ; 

34. tang a, to/ig' ^; 



51/1 a . cof 5« — 1 


V 


. 1. 


1- 


- 5w a . fang 5- 




-i^ 
«>/j 


ro/ 


5- — 51« a 



« 



Xr^-ianga^tang^ 



Ee 2 



Auagedriickt durch: 



2^ 



Formel : 



a 



35. cot OL^ cot-^'y 



36. c&sec a, iang^^ 



37. cosec (Xf tang^; 



38. cöseca, cot^; 



(X 



39. cosecu^ cot-^j 



40. siniu, sina; ' 

41. cosa, cos2oi^ 

42. co^eca, cosecia; 



43. sin 2a y sin^; 



44. sln^j ^^^K> 



45. sina, '^'»^(45+5}; 

46. sina^ /öB^r454-^); 



cot a. cot ^ -j"! 



0( 



CO/ a . cot 5« 



CO Jec a . t€Wg a — 1 

« - 



co$eca 



a 

cosec a — tang ^ 

coseca 

a 
cot jT — ctM^c a 

a 
cosec a • CO/ ,-r- 

' 2 

cosec a . CO/ ^ — 1 

2 j^i» u 
#m2a 

2cQ^« 

1 + CO* 2a 

2 co^^c 2a 
co.ycc a 



1/(1+ «»2«) — «»^ 



tang(^^^^^ 
' 1 -J- «'» a 



fA 



« (l-.iÄ»«):/fl«g-^45+|) 
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^ 

Ausgedrückt duKch : Fonnel : 

47. jm«, <ong- (45— I); • / ' " ' ' '" 7 TT 

V -*' (1 + «««). /öjiyU5—|) 

48. «na,tang{io^^)i l-^/«« 

49. «*»«, co*(45-{-5:); / „\ 

^ '*' (l+«»»a).c«ff45 + |) 

50. *m«, CO« ^45+2 j; • t_^„^ 

51. *!/»«, CO/ ^45-2;? 1+^« 

f • 

52. ^ma, cof (45 — 5^); / ' ' v 

^ ^ ^^ (1 — jwa), co^ ^45 — ^j 

4- • 1/3 
-53. *m «, *m (60+«); ^ (öO+a) - 1 #i» « , 

54. «»«,«»(60--«); ^« (W)-«) + 4' «» « 

' 1 

55. mi «, CO* (60+a) ; 2 (co« (60 +«)4-i. 1/3 .«««) 

1 

56. «««, CO.» (60— «); 2 (cos (60—«) — i .4/3 . «« «) 

4o + 2 j, «>* (4»+ 2 ; ; 2 



57. tang { 



58. CO/ ( "ii)— 2/' \ "^ 2/* "' 2 

. 59. /an«-(45+5},/«v^46-jj; i— -^ 

m 
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Ausgedrückt durch: Formel: 

60. co*r45-}-ö)> '^0*^45— 5-JI; 



1 



61. *i»U,5-j-^j, *;«U5— |j; 



62. */« (304-a), *m (30— a); 



2«w(45+f).«w(43-.^) 



«*^(45 + ^)../«(45-J) 



1 



«n (30 4- a) -{- jyj« (30 — a) 



63. CO* (30+«), «>*(30— a); -_ k2 . 

^/ ^ " co*(30+«)-f CO* (30— «) 

64. CO* (60 +«), CO* (60— a); ,^^ . ; . 

•^ ' ^ '* cos (60 -f-«) + CO* (60— «) 

65. *in (60+a), *iK (60— a); . .ju i >*^^ . - 

^ ^ ^ ' *w(6O^tt) + .««(60— «) 

F) Werthe für die Cosecante a. 

a) in gleicbarligen Funktionen desselben fiogens, 
Ausgedrückl durch : Formel : 

1. sin a; 



1 » 



1 



2. cos a ; 



- Sm a 

1 



1/(1— CO*« a) 
3. tanga;' ' Va+^g^jr^^) 



fang u 



• coia-, 1/(1+ CO/« ot) 



5. sec a'^ 



seca 



}/(,sec^ « — 1) 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 



6. sin \ a ; 









f 
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Ausgedrückt dnreh: 



Fonnel : 



7. COS^Oi; 



2cos^. y {i — co^^V) 



a 



&• t€mg \ u ; 



9. co/|a; 



1 + tang^ ^ 



2 tans" zr- 
^ 2 






2 cot 



a 



10. sec^a; 



2** 



*K(«^l-') 



«M^- 



.«« 



11. 



oe 



2 



Cö^^c ^ ; 



y Uw^-c'^ — ij 



12> sinioL'y 



13. CO* 2a; 



14. /dr/lg'2a; 



15. cot 2a; 

16. sec2u; 



17. co*ec2«; 



c) In glcidiarligen Funkiionen des doppelten Bogens. 

'■ • , 2 



1/(1 4- «■« 2<it) — 1/(1— 47» 2a) 

''^ \1 — cosluJ 

w 

1/2 (1 + taug' 2a -[- 1/(1 -4- /^///o-^ 2^1) 

^€//7^ 2m 



1/2 (1 + cof" 2a 4- CO* 2a . 1/(1 -j- ro^' 2a)) 
'X/TlTse c'iiJi \ 

y W2a — ly 

2 ^(cosec 2a) 

1/(^j7c 2a 4- 1) — j/(co*w 2a ~ 1) 



>•• 
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•• t 



d) In versebi 
Aui(fi;edrückt durch : 

18. cosot^ tahga; ' 

1^. COSa^ cot a'y 

20. tünga^ seca; 

21. COSOLy Seca; 

22. sinOf tanga^ coia; 

23. smotf cos OL j seca; 

24. seca, cosa, fang a; 

25. sec Oy ^H>s a, cot a; 



FunktioDen des einiSsMlttii B^gens. 
Fonnel : 



cos a • t€mg a 

cot a 
cosa 

seca 



tanga 



cos a . ^{^c*a*— 1) 
tang a . cot a 
sin a 

m 

COS a . sec a 

sin a 
' tanga 
sec a — COS a 
1 



36. sm-^y cos^\ 



27. sm^y ^^^'y 



{sec a — * cos a) cot a 

e) In verschiedeluirtigen Fanktioiien des halben Bogens. 

1 



2sm^ .cos^ ' 



1— (±wi|qFcojJj 



or 



28. Ä»j, /a«g^^; 



30. «w j, /Ä«yJ; 



'«"«■j 



2 ««» ^j 
tx 

2. A 



a 



i COS* ^ . tang'^ 
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-1 



Aufigedriickt dioch: 



Formel: 



3t. cas^j ^^55 



32. cos^, sec^; 



33. cos^j cosec^'y 



34. tang^j€Ot^; 



35. tang^y sec^; 



a 



a 



36. /öw^2* cosec-^'y 



37. «>^2' ^^^2' 



38. cot^y cosec^'y 



(X ex, 

39. sec^y cosec^; 



40. sec^y cosec^'y 



X. 



^^1 

2co#*j 



l/(«c|-i) 



cosec-q 
2co*5- 






«« 
..c'^ 



2 te^ig- ^ 



M 



/ang;|'.<»we»^ 



V 


2 




a 

cot^ 


.sed^ 


a 

2 




2 




cosed 


2 


« 



a a 

sec ^ . cosec ^ 



a 



sec^ -^ -f" cosed^ -^ 
^ sec -^ . cosec -q 



a CK, 

sec -?r cosec -^ 

, £. I £ 

a '^ ot 

cosec -q sec-q 
F f 
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f) Vennischte Ausdrücke aus den Funktipnen des em&chen, halben, 

doppelteR u. s. w. Bogens zusammengesetzt 

Ausgedrückt durch: Formel: 



41. cosa, sin 2a; 



42. cosaj sin 2a; 



43. COSaj cos 2a; 



\/{i 4" *"» 2«) — cos a 

" 1 
COS a — 1/(1 — sin 2u) 
1 

\/{C0Sr^ a — COS 2a) 



44. cosa, . . 






^ ^ ^ a , 1 4- rOÄ a 

Cö^2 'ö^«g:2^ "^"^^"^ 



a OL 



45. cosa. 



CO^ 5" ' (1 -^ ^ö.y a) CO/ ;^ 

46. CO/ a, cot-^; cot^^^ cot a 

47. «>/ ay. tang ^; fang ^ -f- co/ a ' 



tang 



48« eo^ «^ 

cot 



(45 + J) ^ ^a»,(45+^) _ 

(45 + j) ' «»*« l-«>.«.«,/(45 + 

fflK5-r45-f j) CO/ (45— ^ 

49. cosa, { . „\ » ^ J =^ ~~ — ~f T" 

cot\JiLh-\--^ - - 1 — «>* a . ?flt/jg- f 45 — ^) 

1/3 

50. «»(30+«), jin(30— «); • /Qn_L \ — - /on C 

^ ' ««(30+a) — fm (30 — «) 

1 

51. CO* (30+«), co*<30 — «); 75^ r / ■ .^^ , — r 

^ ' ' ^ '^^ CO* (30— a) — cd*(30+a) 

1 ' 

^ * ^' ^ ^^ *w (60+«) — «»(60— a) 



Ausgedrückt durch: 

63. £?oj(60+a), CO* (60~a); 

54. COSa^ 5//»(60-f-a); 

55. cosa, sin(60'^ayy 

56. cos et, CO* (60+«); 

57. co*a, co*(60— a); 

58. sin(tö-\-^y, . 
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. ««U5— yJ; 



60. tang 



(«-!)' 



61. ^ö/»g* ^45 + -^ j ; 



62. CO/ 



(45-1), 



63. cof 



(«+!)> 



64. /onff(45+^),/a«y(45— 
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Fonnel; 

1/3 - 

CO« (60 — «)—€»« (60-j-«) 

1 

2 (*w» (60+«) — I . K» . CO* a) 

i 

2 (1 . 1/3 • «>* « — «» (60—«)) 

I CO« o( — CO* (60-|-a) 

1-1/3 

CO« (60 — a) — ^eosa 

1 

2«»'(45+j) — 1 

1 

1 — 2«»«(45— -J) 

l + ten^(45— |-) 

1— teiig'*(45— |-) 

te<(45+|) + l 

- *«»«'* (46 + -^) — l 

,(45-^)4-1 
(45-|)-l 

!+«,<« (45+1) 

■ 1— «rf»(45+|) 

^^'tei,ff(45+|)-/««gr(45-|) 

TT f O. 



cof 



co^' 



Ff 2 



I 
I • 



1 

i 
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durch: Fonnd: 

65. taag(i5-\-^l coff45+^); ) -r ^ 

«>/ ^45 — ^ j - teiiy (45 - ^ j 

<i) Werthe für Sinus versus ct. 

a) In gle!chaii%en Funktion«» dessdben Bogens. 

Auagedriicki durch: Formel: 

1. 6in a; 1 — ]/(! — • sin^ «) 

2. ^ja; 1— co^a 

1/(1 + COt^ a) 



4. CO/ a; 



5. ^^c oc; 



6. coseca*, 



sec a 
co^ec « «—» |/(aMgc* g — 1) 



coseca 



b) In gleichartigen Funktionen des halben Bogens. 

7. ^wtt; 2*ii»*-?r 

2 2 • 



9. /OBg'-|l 



2««V'| 



10. COtTTi — — — . 



Ausgedruckt durch: 



AM *» 

11. sec-^i 
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Foiiuelt 



sec^ 



a 



142. cosec -^ , 






cosec* -^ ' 



c) In vermischten Funktionen des einfachen, doppelten u. s. w« Bogens* ^ 



13. sina^ tanga; 

14. sina^ cata; 

15. tangixf cosec a^ 

16. CO^a» eoseca; 

* ■ 

17« ^m OS ^'VzSa; 

18. sm-^j ^^-a» 



tanga^^ sincn 

tangoi 
1 — sin a • co^ a 
fang a , co^gc a — > 1 

cosec a *■* co^ a 

casec a 
sin « — 1- sin 2a 

1 — «M* -g- + Sin^ -g- 



H) Werthe für Cosinus versus a. 

a) In gleichartigen Funktionen desselben Bogens» 
Ausgedrückt durdi: 



1. 



sma;^ 
cosa; 



3. ianga; 



4. cot a; 



5« secci; 
6. cosec a; 



Formel : 

X 

1 — JW06 

1^(1 + tan^^ 
1/(1 + co^^ g) — 1 
1/(1 4- co^« a) 

jTgc Ot — \/{sec^ g — 1) 

^^cg . 
co^gg g — - 1 
cosec g 
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b) In gleichartigen FniÜLtionen des halben Bogens. 



Ausgedrückt durch 



7. «»2"> 



a 



8. co^ "o ; 



9. tcais^\ 



10. cot "2 ; 



a 



11. sec-^^ 



12. co^ec -g-; 



Formel : 



l_SW,|.l/(i-^.f) 
1 — 2 CO* 1^.1/(1-«,*«^) 

1 + fon^ ^ 



a 



l-f«)<«-5- 



^^r 



f-«K(-"i-i) 






cosec^ 



J-2.J/(a,,«^|-i) 






c) In vermischten Funktionen des einfachen, doppelten ji. s. w. Bogens. 



13. cosctf tanga; 

14. ca^a, cota'y 

15. ianga^ seeot; 

16. ^»»-oj ^^ -o» 

17. Ä»(45— ^Ja); 



1 — CO J a . /a/Tg" a 

COtOi 

sec a — f g/ig- g 

1 — 2 ^w ^ . co^ -^ 
2«V/M45— |a) 



■ 



— 231 — 

Ausgedrückt durdi:' Formel; 

18. tangfib+^y, ^ 



«a««^(45+|) + 



Anmerkung. Da der Gebrancli der Sinus versus und Cosinus versus in den Operationen der tri* 
gononaetrischen Analysia sehr gering ist, so hat 'man sich auf obige Formehi für dieselben be- 
schränkt, und diese Funktionen nicht weiter in die folgenden Tafehi au%enomnien. 



IV. Formeln für die Funktionen des halben Bogens. 



A) Ausdrücke für den Sinus ^a. 

Ausgedrückt durch: ^ Formeh 

1. sina; I • l^(i + ^''> ") ■** I • V^(l — *'*'> «) 

2. cosa; y ( ~^^^ j 



- '-"^' • v ^.i%v^z: ) ' y^^-w^mt) 



4. cot a; 



5. sec ex ; 



1 / ( VW+ cot"" a) — cot ol\ 

1 /^ ( sec OL — 1 \ 
^ \ ^seccL ) 



\/ fcosec a — \/(cosec^ a — 1)\ 

6. coseca; y ( T—^ ^1 

^ \ %coseca / 

B) Ausdrücke für den Cosinus |a. 

Ausgedrückt durch: Formel: 

1. ««im; \.\/{i-\-sina)-\-\.\/(X—'sina) 

2. cosu; y ^— 1^2 ) 



-^- 1/^^S^=V^^F^^ 
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Ausgedrückt durch: 

4. cotay 

% 

5; SCC OL ; 

6. caseosa \ 

C) 
Ausgedruckt durch: 

1. ^i/ia; 

2. cosa-^ 
"3. fang Ob) 

4« cot OL) 

5. seca\ 

6. cosec OL) 

8. cosecoLy cot OL) 

D) 

Ausgedrückt durdi: 
1. sina) 



Formel : 



n 

VI 



]/(! + cot* a) 4- cot a 
2 1/(1 + cot* «) 



) 



2«eCoe / 



K( 



CQ^gc g 4" \/{cosec^ ot — 1) 
2 cosec OL 



) 



Ausdrücke für die Tangente |öc. 

Formel : 

1—1/(1— «71* a) 



sina 



]/{! — COS^ «) _ 1 y/ TT^ C05 a \ 
l + CO^a r VlU-co^a/ 



tanga 



2. r05a; 



3. ^ang-oc; 

4. cot a; 



- V(r+iö^^+i 
1 * 

l/(£ro^* a + 1) + «>* a 
l/^/ seca'^i \ 

^ \$ec OL -|-T/ 

co^^c a — |/(co^ec* a — 1) . 

^m a 1 — co.y a 

1 + CO* a ^m « 

ct>5^c a -^ cot a 

Ausdrücke für die Coiangcnte -'a. 

Formel: 

sin a 

\ ^\/Jx^ sin^ a) 

\ + cosa ^ 1/ ^1 + cos a \ 

1/(1 — COS^ a) V \1 — COS OL/ , 

l/(l + /gHg^a) + l 
tanga 

\/{cot'^a^i)^COta 
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Ausgedrückt • durch : 
5. sec oc; 



Formel 



6. coseca; 

7. sinaycosai 

8. cot (Xy cosec ai 



^ \sec a — 1/ 

cosec a -|- \/ {coseca a "^ 1) 
1 '{'Cosa ^__ sin a 

sin a 1 — cos a 

cosec a -|- cot a 

E) Ausdrücke für die Secante <a. 



Ausgedrückt durch: 

1. sina; 

% cos a; 

3. tang a^ 

4. CCft oc; 

"5. secai 

6. cosec OL ; 

7. sinoi^ tang ol; 

8. sin OLy cot a; 

9. cos a, ro^ec a ; 



Formel : 



Ausgedrückt durch: 
1. sin a; 



2. cos a; 



I. 



KS 



2 ^ _ |/[2— 2.1/(TI-^V a)j 

4- 1/(1 — sin^ u)J 



sma 



tanga . 
1/2 [1 + co^* a — CO/ a . |/(1 4- cS^J 

K 2 co^rc a [co^^c « — X/Jcoset^ a — 1)] 
1// 2/CTgV~ \ 

'^ \1 4- ^W» a . CO/ ä/ 



cosec a . V^2 (1 — cos a) 



F) Ausdrücke für die Cosecantg \a. 



Formel : 



1/2 [1+ 1/(1 — ^iVa)] 



sma 



y Ki^^cosoJ 



G« 



Ausgedrückt durch 

3. ianga; • 

4. cot a; 

5. sec a^ 

6. cosec ot* 

7. «i/s a, tanga; 

9. ro^a, <Y>#^ca; 
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« 

Formel : 

fang tx 

iX/" 2je6>a \ 
''^ \sec a — 1/ 

\^i cosec a[co^ca^\/(^ösec^u — 1)J 
'^ \tanga — jmc^/ 

K(. .^ ) 

r \1 — «» a . CO/ «/ 
C05«fC « . 1/2 (1 + CO* a) 



V. Formeln für die Funktionen des doppelten Bogens. 



Ausgedruckt durdi 

1. sina; 

2. cosa; 

3. fang a\ 

4. CO/ a^ 

5. sin «, co^a; 

6. ifinu, tariga; 

?• CO* a, CO/ Ol ; 

8. tanguy cota; 

9. sinOf seca; 



A) Ausdrucke für deih Sinus 2a. 

Fonnel : 

^sina. ]/(l—sin''u) 

icosa. 1/(1 — cos^ a) 
2 lang OL 

2 cotu 

1 + CO/* « 

2 *i/» a . CO* a 

2*m«a 



/a/io* a 

2co**a 

cotu 



fang a -^ cot « 
2*ma 
*eca' 
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Ausgedrückt durch: 



10. iangoj seca; 

11. cotcff cosecoi] 



Fomiel : 
2 fang a 

2 cot a 
cosec^ a 



1. 
2, 

3. 



B) Ausdrücke für den Cosinus 2«. 

Ausgedrückl durch: 
sin a; 



COS Cd j 
fang a; 



4. cot a; , 

5. sec»; 

6. cosec a; 

7. sina^ cosci; 

8. tanga^ cota; 



Formel t 
1 — Ö sin^ a 
icos^'a — i 

1 — tang'^ a 
1 -f- tang'^ a 
cof^ g — 1 

'CO/^ + 1 

sec'^ ac 
cQsec^ a — 2 



cosec^ a 



cos^ a 



cotu'^tavEOL 
CO/ a -|- fang u 

C) Ausdrücke für die Tangente 2a. 



Ausgedrückt durch: 

1. ianga; 

I - 

2. co/a; 

3. sin o, ^<>^ " ; 
4.* tanga, cota; 

5. tangf^i seccL'y 

6. cot cc, C05^c « ; 



Fonnel : 



•2/fliigr 



a 



X-^tang^ o^' 
^Icotot 

coi^ « — 1 

2^oa.C05a _^ 2 .y//i a . COS a 
1—2 Wi^ a ~ %C0S^ ö — 1 

2 



60/ iOt /£/7/g' a 

i ianga 
2 — ^c' « 
2c oia 
cosec 



«a — 2 



Gg2 
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D) Ausdrücke für die Cotangente 2a. 
Ausgedrückt durch:, ^ 



1. longa- 



2. cot a; 



3. sin ckj eosa^ 

4. tangoty coia^ 

5. tanga, secot; 



6« cot a> cosec a; 



Formel : 

1 ^» tang* a 
^tanga 

cot^a — 1 
icoia 

i — 3^sm^a ^cos^'a^i 

2 sm a . cos a 2 sin a • co^ a 



c^o^oc— - 



tanga 



2 — ^ec* g 
2/a/i^a 

cosec'^ g — » 2 
2cota 



E) Ausdrücke für die Secante 2a. 



Ausgedrückt durch: 
1. ^V) g; 

2.' co^g; 

3. lang a*y 

4* €0^ g; 

5. J^ca; 

6. cosec ai 

7. /ung* g, cotoL^ 
8,' i^«g^ eo^cg; 

9. /iii2^ (454-«), ^«»Ä^Ciö— «); 



Formel : 

1 
t — 2 «'»^ 

1 
2 aw* g — 1 

1 4" ^g/y^ g ' 

1 — t€in^ g 

cot^ g 4" 1 

co/*g — .1 

sed^ OL 

2 — JT^c* g 
cosaf^tx 

cosec^ a — 2 

cof g 4" ^^'^ ^ 
co^ g — f öng" g 
j^* g . cosci? g 
coset^ g — J€c* « 

/<mg^ (45 4" ") 4" ^^^ (^^ "^ ^) 
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1. 



F) Aujfdräcke für die Cosecante 2o(. 

Ausgedrückt durdi; Formel: 

fang a; J y — 

^ ' ^ longa 

1 -f COt^ a 



2. CO^ a; 

3* sin a, co^a; 

( - 

4. sinaj seca; 



5. COS oiy cosec a; 



\ 



6. tüng a, cQtai 

7. tangay secai 



S. cola, cosec ai 



9. «ecoiy cosec a^ 



2cota 



2 ^m a 

cosec ot 
2cos a 
fang a -j- cot a 

5 

sei^ a 
2/i»lf a 

cosec^a 
2cota 

Sec a . CO^^C a 



VI. Formeln fiir die Summen oder Differenzen verschiedener Funktionen 
desselben Bogens, und für die Summen oder Differenzen der 

. Quadrate dieser Funktionen. 



A) Aasdrüeke für die Summe oder Differenz xweier Fuuktioneu 

desselben Bogens» 

1. sin a + cos a = sin (45-j-a) . |/2 

= cw(45— a>,l/2: 

= l/(i+^«2a> 
2* cos (x^^sina = sin (45 — a) . |/2 

=riJO*(45-fa>»l/2 

= |/(l— *m2«) 
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2 



sin 2a 
1 



4. cot OL — lang a = 



sm OL . cos a 
= icoseciot 
= ^^c a . cosec (K 

2 



/o/zg' 2a 

= 2cot2(x 



5. /a/2y a + *^c a = cot f 45 — ^j 



= iang(^^ + ^J 

V 1 -f- sin a 

COS (X 

1 

"" J^ot — lang a 

6. .*^ca — tanga ssz tanglib — ^J 

1 — sin a 



7. cot a -{- cosec <x = rof^- 



co;ya 

1 
sec a -j- fang a 

a 



2 
1 



cosec a — CO'/ « 



^ • 
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8. €0€ec a — cot a = tang ^ 



2 \ 

1 



cosec a -j-rco/ a 
1 — co^g • 
sin OL 



1 — * cos^ u 



cos Ol, 

CO ja 
10. cosec d'-^sina =s cot a • cos a 

1 — «»'* ot 



stn OL 
cos* a 



sma 



ß) Ausdrücke für die Summe odei^ Differenz der Quadrate zweier 

Funktionen desselben oder des halben l)o«en.s. 



D 



1. CO** a -^ sm^ a =1 

2. cos^u — siri^a = cos 2a 

4 ' 

3- sec^ Ol, 4- cosec'' a = . . ^ 
* «j»*2« 



sin* a 



sin* a • CO*' a 
= sec"^ a . cosec* ol 



4. J^c^ OL — //j/2g-' a =3 1 

5. cosec* <x — cot*a =s 1 

6. cosec' OL — *^c* « = 4 cot 2a . tt>j^c 2« 

7. coj' a — cos 2a = m* a 
.. a "1 

8. cot -^ --^ cot OL zzz -? — =: cosec OL 

2 jm a 
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9. tang^-^-cota =: jr^^ ^ cosec a .,^0 

10. cof a — 2 co^"2« Ä tßnga 

Anmerkung. Es sind hier nnr diejenigen G>mbiiiationen cweier Fimktiomea «aEgenoBuneni die 
einigermalsen bequeme Ausdrücke geben. 



'VII. Formeln für die Produkte und Quotienten verschiedener 

Funktionen desselben Bogens. 

A) Produkte verschiedener Funklionen desselben Bogens. 

1 — cos 2a 
1. sm a . sinot z=z 5 

sin 2rx 
2* sm a • cos OL = — 3 — 

1 i^^g « 

^ sin OL . tans « = sec « — cos a s= . ■ = ■ ^j ■■ 

o. *t« «* ^«•^•ö ^^^ oj ^ cosec OL cosec a 

4. sin OL. cot » = cö^ öc 

5. sin.oL.secoL =: tqng a 

6. *i» « • C05^c a =s 1 

1 - ^cos^rt 

7. i»^ « . cos Ol = 2 ' 

8. co^ of . *flr«g* « = *"^ ^ 

1 — sin* OL cos^ OL 

9 cos a . cot OL s=s cosec ol — ^iw a = . = -7- — 

10. cos OL. sec OL 5= 1 

1 ^ 

11. ro^a.co^^ca =j^j^ = röifa 

1 — cos 2nc 

12. tangoL.tanga = _p— — 

13. tangoL.cota =1 

^1 /^/iff « ^^ sec OL 

14. ^an;g:a.5^CÄ — cosecoL — sina ~ cosa '^cotu 

1 

15. tang OL . cosec a = ^^j^ = ^^c « 



t ■ 
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1 4- CO« 3« 

16. cota.cota = _--^j^ 

r 

1 

17. cota.seca ac ^— ä cosec a. 

COS€C <X - 1 1 

cofec» 2 

19. *«'«.«'*«:« = -j;j^—-^^ 

B) Quotienten verschiedener Funktionen desselben Bogens. 

\ sina . 

1. = tßngct 

cos OS, ^ 

2. = cos (X 

tanga 

3. —1 — c=z sina. fang a = seca^^cosa = 



—^ i— a»/* ** . ^.^..^ .^^ ^^^ cota.coseca 

sina . sin 2a » 

4. SS ^m a . co^ a = — ^ — 

secot ^ 

^ sin OL . 2 

5. = sm^ a 

cosec a 

^ cosa . 1 

6. —. z=z cota :=, 



I ^ 



sin a 'öwg* a 

ms a . 1 — ^ s!n^ a COS^ a 

C0£^ =_L_'=:«-„c. 
CO/ a CO^^C a 

^ ro.?a 1 *• ' 

9. = — — - =s: coi^ a 

secoL se&ok 

cosa 1 sin 2« 

"• cöseca "" 2 ca5^c2a "^ . 2 

11. !?;^ =5^cas= J- , 

«»a cosa 

tanga^ — 1 i _ ^^^ ^ j^ ^*^ ^ 

*^' Töi« ~ TO^a.co^a ""i»«^COi — ^W« Xr-'Siri^a COS^a 

cota ^ 

«. Hh 
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14., !f^ = 

seca 

tanga 

coseca 
c6ta 



tang a . COS a ss sin a s= 



15; 



sin 2a __ 1 
2cosa '" coSeca, 

1 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



21. 



22. 



23. 



24. 



25. 



26. 



27. 



28. 



29. 



30. 



cot a . cosec a 
cosec» 



sma 

cota. 
cosa 
cota 
tanga 

cota 
seca 

cota 
cosec a 
seca 



tang a, sma SS. sec a— . cos a s= 

1 _ 1 _ 

tang OL • sin a seca^-' cos a t€m^ a 

1 1 

, ^ = -T — = cosec a 

tang a • cos a sin a 



^sz cosec Jt.cota 



tang*a 



= cot^a 



= cosct.cota ^ cosec a^^^ sin a^ cosa. cota == 



s= cosa 



1 — w/i' a co^ OL 



Stna 



Sin a 



sma 
seca 
cosa 

seca 
tanga 

seca 
cota 

secjs> 
cosec a 
cosec a 

sin a 

cosec a 
cosa 

cosec a 
tanga 

cosec a 
€iOta 

cosec a 
seca 



cos a • sin.a 
1 



sin 2 



(X 



co^a 



s£ sec*a 



cota 1 

sec a „ cofa »r ^ -: — =s cosec a 

cos a . sm a 

. tanga 1 

^ cos a cosec a — sm et 

1 sina ^ 1 

————— = = tang a = — -— 

CO^^ a • cos a cos a ^ cot a 



sin*a 



= cosec^a 



sin a • co^ a sin 2a 
1 1 



sm a • f oiig' a sec a -p- co^ a 

1 



SS cosec a. cota 



. = SS j^c » 

CO^ a • AI» a cos a 



= CO J^ a • cos a =5 



tanga 



z:^ cota 
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VlU. Ausdrücke für die Funktionen einea mit dem Bogen 
von 60^> 45^ <>der 30^ verbundenen Bogens. . 



F(60f>q:a) 
Grundformen: l F (ii^^a) 

A) Zusammensetzung eines Bozens mit dem Bogen von 60^ 

Grundform : F (60*> ^ a) 

1. Ji/>(60-4-a) s^ ^(cOsa.\/3'-\'Sina) 

2. jm(60 — a) = ^ {cos a yl/^ -^ sin a) 
-3. a)*(60 + a) =: |^(co^a — sina.l/S) 
4. caj(60-^a) SS |(^^ a.-)- ^'i» a . 1/3) 

5. /««g-(6o+«) = ^,,_^;!^ = i-tZ^Tjy^ 

^ ^ ' cot a -j- 1/3 . 1 + tang a . J/S 

_ ^/i-A I \ CO*«— 1/3 1 — /aM-a.J/S 

Q u/^TA \ CO/ «4- 1/3 14->tewg'a.l/3 

8. cot (60-*- a) =: —7 p>5^- — 5- = -r-L- — Ä^ !l« 

^ ' co/a.J/3 — 1 |/3 — /a/ig*« 

^ tf.g. , . ^ cosec a . j^c a 

9. 5«?(60 + a) ^ — ^ T-ys 

* ^ co^^c a — sec a . J/J 

.^ j^^ - i_ 2co^^ca.^^ca 

10. ^^C(60 — a) i= —^^ =-7- 

^ ' cosec yx'-f' sec a .l/ö 

.. ,^/v I V ^ cosec a. sec a 

11. co^^c (60 + a) = ' , ^r> I 

12. cosec (60 — a) = 7-7:5 — 

^ ' cosec a . J/S — sec a 

X 

p 

13. sin (60+a) -f- sin (60— a) = cos a • 1/3 . 

14. ^m (60-|-a) — sin (60— a) = ^j» a 

15. coj(60-f-öt) + ca*(60— a) = co^a 

16. cos (60— a) — co# (60+«) s=s w» a . 1/3 , 

Hh2 



/ 
\ 



t 
I 
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17. sin (60+tt) . sin (60— a) = | — sin^ a i= cos^ a — \ 

18. Jw (60-[-«) • cos (60 — a) t=c | (|/3 -j« 2 sin 2a) 

19. «« (60— a) . cos (60-f a) = I (t/3 — 2 «V* 2a) 

20. co*(60+a).co^(60 — a) = i'^sin'^a = co^a«f J 

2j^ ^w (60-f g) _^ gof g . 1/3 + 1 _ 1/3 + tmg a 

sin (60 — g) co^ a . 1/3 -7- 1 J/3 — tew^ a 
22 ^w(60+g) ^ CO/ g . t/3 + 1 _ 1/3 + fang- g 

co^(60-^g) co/g-j-J/3 i-^ianga.ys 

^r. sin (60 — g) __ cot g ■ 1/3 — j t/3 — tanga 

cos{60+a) ~" cot g — 1/3 i — tang a . 1/3 

^^ co^ (60+«) _ 1 — towg-a.1/3 _ cot g — 1/3 

co^(60— ä) l + tawg'g.l/3 """cotg + p^ 

^. ^w(6e +g) cot g. 1/3+1 
sma 2 ' 

Oß ^ (60 +g) 1/3 + fang a 

cosa 2 



ji/g (60 -^öt) '_ cota. t/3 -— 1 
sma ^" . ^ 

sin (60 — g) 1/3 — t<y»g- a 

cosa 2 

co^ (60 +g) _ 1 — tgwg-g. t/3 
co^g "~ 2 

co^ (60+ g) cota — 1/3 
jii»g 2 

_, CO* (60— ft) ; i -{-tanga. 1/3 

CO«a 2 



27. 



28. 



29. 



30. 



32. 



33. 



34. 



35. 



36. 



CO* (60 — «) CO« « + 1/3 



Ana 



^'ti (60+g) . sin (60 — g) _ 3 — ta^ig* a 

cos^ ar ^ . 4 . 

sin (60+a) . sin (60— a) 3 cot« g^ 1 

Sin^ a 4 

cos (60+g) . co^ (60— g) _ 1 — 3 tang^ a 

co^ a 4 

cos (60+g) . cos (60— g) cot«g--3 

sinr g 4 
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37. '*wf(60+«).«)*i(60— a) :^y3 + 2w»a 

4' 

38. *« i (60— a) . «>* |<60+a) = l^3--2w»a 

39. CO* f (60+a) . CO* 1(60— a) =: ^+2<»*« 

4 ^ X 

40. ««J(60+a).«»^(60— a) =si^2ifLZll 

41. w/|(60+a),co^|(60~a) — 1^^"^ + ^ 

-" *. ' 2 cos a — 1 

42« 4fm(60-f-a).coj(69~a) s4co^a— 1 

B) Zusammensetzang eines Bogens mit dem Bogen von 45*. 

Grundformi -F(45»T«)- 

1. «»(45+a) =ai(oo««4-«i»«).V/2=:|/(^-t^^) 

2. ««(45— a) =5 I («w a— *j« a).l/2 = ]/ (^— ^~) 

3. aw(45+a> 5=|(co*a — iOTa).l/2 = }/(i^^^=:«»^(45— «) 

• » _ 

4. CO*(45— a> =|(«?^a + ^ma).l/'2-===]/(ii^— ) ==«^ 

^^ ' ' cosa-^sina. |/(1 — 9i/i2a) 1 — /owg-a 

COfa+l 14-wj2a ft I . n CO* 2a 

co/a — 1 eo*2a - . 1 — ^wZa 

£ :. /A£ V. ^cosa^-sina V(l — ^»2a) . ^ « .« a 

6. ffliM-(45— a) = , — 7 — = , .^ = =r Ä *^c 2a — iaM 2a s= 

^ ' ^ . co^a + ^wa 1/(1+^/» 2a) ^ 

1 — tauft <x cöta — t ^ 1— ^m2a cös%x ' 

IrjrtOff^a cof a -j- 1 cos 2a "^ 1 -j- ^W 2a 

7. «>/(45+a) == *^^ « te^(45-«> 

8. «0/(45-«) =' ^J:^; ==fa»ny(45+«> 
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I / 



9- J^c(45-f-a) \ =s 

10. ^^c(45— a) == 

11. cosec{4&'\-a) SS 
12/ co^^c(45— a) = 



(cos a — sin a) . J/2 

2 

(CO^ a -j- «Vi a) . 1/2 

2 

(co^a-j- sin a) . 1/2 

2 

(co^ a — ^m a) . |/2 



1-3. ^i/»(45+a) + «/j(45 — a) = 

14. ^m(45-|-a) — ^//z(45 — a) = 

16. ^m(457J-a)-}-co^(45 — a) = 

16. cos (45 +«) + coif (45 — a) = 

17. ro^ (45— a) — cos (45 +a) = 

18. tang (45 + «) + to/^ (45 — a) = 

19. tang (45 + «) — ^«wff (45 -^ a) 5s= 

20. «)^(45+a) + co^(45— a) s 

21. co^(45+a) — co^(45— a) = 

22. *^c(45H-a) + ^^c(45— a) = 

23. sec{iS-\^üi) — sec(i5^ — a) = 

24. a)jec(45+a) + ^ö5«?(45 — a) =: 



cos OL . |/2 

sin a. |/2 

(jwa + CO^ a).J/2 — l/2.(i + ^w2a) 

co^ a . 1/2 

W» a . [/2 



2i5^c^ 



a 



= 2^er2a z= 



2 cosed^ a 



2 f ai}^ 2« = 



CO/» a — 1 
Acotoc 



25. rötf^c (45 -j-a) — cosec (45 — a) 



1 — • tang'^ a 
4 tang OL 

i—tanpZ ^ cot^a — i 

/öi^(45— a) + /oiag- (45+a). 
/öwg- (45 —a) — tang (45 -}-«) 

2 co^<?c* a.seca .J/2 ^ 
a>sec^a-sed'a"'=^ 2«>^a.^e€^2«.I/2 

2 cosec a . sec^ a . 1/2 

2 coset^ a.seca. ]/2 ^ . 
cosec^ a '^ see^ a 

= ^cosa.sec2a.y2=sec(i5-f^)^sec{i&—a) 
— 2cosec4x . sec^ a . |/ 2 
cosec^ a -i— ^^c» a ' *^ 

— 2Ä»a.Ä^c2a.I/25=:5^c(45^--ä)~^(454-Ä) 



26. ^;/»(45+a).^m(45— a) = I— ÄVa = co^a— .|. — |^^2a 

27. cotf(45+a).coj(45— a) = |_^»a = co5«a_|^ — {cos2a 
Oft f^L(45+a) 14- tang a ^x. . v 



(45 — a) l'-^tang 
cos(i5+ a) l—tans:a ^ ... 
cos{A5^ - T + to^ = tang(A5^o.) 
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30. ^<^^(^+«) _ / i'\'tanga y^ ^ 1+sh 
tang{i& — a) ^1 — tanga). 1 — sii 



sin 2oe 
sin 2a 

. 31. cot a. Hang (ibA-a) = iJlf^LfL • 

^. * ^ 1 — tang a 

32. cot a. tang {/&--^o) s= "^ ^ 

^ ^ ^ tanga^l 



33. /aiiffa.fflrnÄ:(45+a) = ^Jf^ 



cot« 1 



34. /<w^a.««Bgr(45— o) ss-j-p^^ 

35., «»(45+«). ^a. 1/2 ^ 1-f ^i>»2«->«).2« ^ l + Kd-^ mM 

36. .m(45+ai.co.«.]/2= ^-^^^+"^^ = *+^^^^^"> 

37. «»(45~«).^»«.l/2«-".^+^^f+"^^^"=r-^+^^^^+^^^) 

'oft . /xr V % yo 1 — «Vi 2« -4- co^ 2« 1 — 1/(1 — ^/» 2«) 

38. ^w» (45— a) »co^a. 1/2 = J-* = ; ^^ 

39. ^"^^+">'^==l + ca.oc 

• ^ih(45+a).l/2 . , ^ ^ 

40. — ^— ^ — -^ — = 1 -^tanga 

41. ^ — r-, ^ '^ SS cota^^i 

smcL 

Ao Jw(45— ft).l/2 , ' 

42., — ^ --^ — = 1— teM-a 

.^ 2*m(454-a).^n(45 — a) ^_ . . 

43. ^ s-r^x ^ ' i= CO/* a — 1 

.. 2^m(45+a).^m(45 — cO ^ ^ -. 

44* — — i — \ — i- i Ä = I ^^tan^ 



a 



45, dn i (45+a) . «>* f (45 -a). 1/2 = ^"^^"'^^ 

46. w» i (45— «) . CO» I (45+a) .J/S =b^ ^—«^^-V^ 



A 
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47. Ncoj I (45+«). co<i (45-«). K2 = ^+«>*«-t^2 

48. «Bi(45+«).«»i(45— a).i/2 =^2ifL^l:=li , . . 

49. ton^ I (45+«) . CO« i (45—«) ^ iZ.w^a.|/2 

52. «««8-i(^-«) = rTsj^rn^ 

53. «>*1(45+«) = ^,^.t^^ . 

54. «>«|(45+«).«»<i(45-«)==^|^^±i 

^(45+«) ^ .^, . . 1+toHg« 

^- ,,„(45-«) ^«^t**i-<*? - 1 — ftw^« 

56. .w«*(45+a) = c<M«(45— «) = i^t~^ 

. ^ . 1 — w/ 2« •! 

57. «V(45— a) =ro^«(45+a) = 5 ' " 

- ^1 -4-* w'/i 2« 

. <a«»«(45+«) = co< (45— «) = ^ _ ^/„ 2« 

1 ""^ ^1) 2^ 
59. <ang*(45-«) = «)f(45+«) = j^p^-öS ' 

62. wi* (45+a) — sin* (45— a) = ^m 2« ' 

63. co^*(45— a) — co^«(45+a) = «>i2a 

64. tengr* (45+a) — ^a7i^'(45— >a) ='4^c?2«./ö/»g-2a 
>.* ^ «» (45 + a) + ^» (45 -^a) 

JW (45+09 -^«» (45— a) 

^^ coj(45+a)+co*(45— a) 

coä(45— -a) — co5(45+a) ^ 
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i 



^9 



67. *w(45+|a) = «)*(45— ^a) s ]/^JI±^E\ 






68. *i«(45— ja) = CQj(45+|a) = ]/^{^~^'*) 



cos ^ « — sin ^t* 



* • 
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|/2 
. //i/ig:(45+i«) = «,*(45-|«) = V^( t 1 ^^ ^ 



1 -}" ^//y « 



cosot 



' 1 — 51 W a 



CO j^c a — 1 



70/ tang{A5^la) = co/(45+|a) = )/ Q~^^^ ) 



1 — sin a 



cosoc 
QOSa 



1 4" ^''^ " 



C) Zusammensetzung eines Bogens mijt dem Bogen von 30^ 

Grundform: F {dO^^a) 

1. *m(304-«) == i(co^ « + «»«. j/3) 

2. *i»(30 — a) = |^(cOtf a — ^ma,]/3]f . \ 

3. cos (30+a) = ^^ (cos a • 1/3 — sin a) 
COS (30— a) ' z± \ (cos ä . 1/3 + sin o) 

/'>A I \ ^^ ^ — 1/3 1 +'^tang a . 1/3 

fi /.»xr^in -A — go^«— -Ka _ 1 — tong-a.t/3 

I. li 



5. 
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« ^/'iTk \ \ cota. 1/3 — 1 1/3 — tang « 

7. cot(20^a) ^ ^„4.p,3 -' iJ^tang7.VZ 

8. «>*(30-«) ^ «>.«-l/3J-l ^ l/3 + /a»g« 

^ ' cotct'—l^Z 1 — /ö/ig- a . 1/3 

10. ^^(30 — fle) = , .n, i 

4 4 ^ /OA I \ 2 M^M a.seca 

4A /OA V ^coseca^secoL 

12. €xi«ec (30— ar = =-7:5 

co^^ca— '^^ca, J/3 



Anmerkung. Adinlichc Fonneln können für die ComlunAtionen der Funktionen Ton 60Hpa ans 
den för 60^0 gegebenen abgeleitet werden^ sobald ^an darauf Riicksicht nimmt, dafs jedesmal: 

Funktion 30-f-(& = Cofunction 60— >a 
und Funktion 90— a = Golunction 60*f-a 



IX« Werthe für die Summe oder Difierenz der Einheit mid einer 

trigonometrischen Funktion, und fiir die Einheit und das 

Quadrat einer trigonometrischen Funktion. 



Gnindfonnr 1 ±,F(a) und 1 ± F* («) 

A) Verbindung^ der Einheit mit einer Funktion. 

a) Werthe fiir l + iP(a) 

= cos a . tang \^'\' -x) 
2. i-f*CO^<x = 2co^*^= (1 — ot)J a) CO/* ^ = 



/flw^*^ tang^ 



^OL . 2 



'^^^l. l + 'ö^J 



ssri 



3. i'\-tangu = (1 — tang a) .]/ ( | + ^." |^) = (1— toBsy«)./öii^(45+a) 



a 

t 



ex 

sin (ib+a) .1/2 _ cos a -\- sin a _ *" ''^ 2 _ tos(a—^).V2 
■ ~T" ^vkan *"" ■ COS OL. . a . «W a 



cosa cosa i^tang^^ 



2 
4. 1 H- «>* a = tang (45-f a) . (eo^A— i) « >^(45._a) 



= cot (45— a) . (o«tf a— 1) = cos i — -^-^j 



sm a 
a 



6. i-^seca SS 'i-^-tang 



6. 44- cosec a SS 2-^ cot 



/ cos* p\ 
2 \ • •' *m o ' 



b) Werthe för t^F{a) 

« . .Ate «N /j_ • "-r- <*V <"'•** 

1. t— *»i a as 2 «w* (^45— ^j Ä r± sm^:fco$^j == 



««ngr(45+|) 



CO* a . ten^ (45 — ^ j 



2. l — coia = 2*1»*^ = "T ^'^ ^tangft. (i^ cosa) szz fang ^ .sin a SS 



«"'2 



2/öiJ«*| 



,$w« . a _____ 



co*^ co*«!*| i-\-tang^^ «>«»| + 1 \_^ 

5. i-^tanga TS (l-\- tang a). tang itö^tt) s= (1 + /«i^ «).«)/ (45 +a) s= 

*w» (45— «) . 1/2 ' 

-«• 3SS ^— ^— — — — ** ' " ' ■ " 

4. 1 — CO* a ^ — CO« (45-l-a) . (1 -I- CO« a) = — ;^7^II^ =* 

_ ,?w (45— g) . t/2 
^sina 

' Ii2 
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5. 1 — 5€^ a = — 



iariga.iang^ =5 — 



cosa 



sec a -f- 1 



a 



m 

6. 1 — cosec a SS — <x>^ a . co/ rr s= -« ■ . ■■ » 

c) Wertheför iq:2F<«) 

1. 1 + 2«H»« = 4«»|(30-|-a).«wf(30—a) 

2. 1 — 24M»a =. 4 CO* 1(30+«). #»»| (30— a) 

3. l + 2«)«a = 4co«|(60-i-a).<»*|(60— a) =s^ 

4. 1— 2«>*a = — 4«i>|(60+a).Äij|(60— «) = — ^2iiff 



JI»<OK 



co^f a 



B) Werthc für l±F^(a) 
a) Werthe flir l + FM«) 

1. 1 + sm^ a, = 2 — CO^ a s=s -J — = 5 

^ ^ . « « .0 *^ 08+1 3 + CO* 2a 

tang^cL ^tanga 1 



3. 14" 'öw^* a = 



5. 



6. 



Siri^a 



sin 2oc 



cos^a 



= *cc' a = cosec^ OL . /«i/ig*' a 



^ ., 2co^5- 

1 cot OL 2 

4. 14* ^^^* ^ = > o = CO^et^ a = -^ — r— = *CC* a . cot^ et s= 



co*^ OL sm a 

_ l+3*^c2a _ 3+ co* 2a 



sin^ OL 

Q ^M SIT^ OL 

' 1 — sin^ OL ' ^ 1 + *^c 2a 14- cos 2« 

, . . * 2 — cos'^ OL ^ , ^ 3 — CO* 2« 3 sec 2a — 1 

1 + cosec^ OL = :j r— = 2 + coi'' a = r; jT" = o r" 

^- V**. j^ ___^ ^^^2 a * 1 — cos 2u sec 2a — 1 



b) Werthe für 1— ^*(«) 



1. 1 — siri^ a 

2. 1 — co^^'a 



cos^oL 
siii^ a 
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3. 1 — *«^a = 



2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



cos 2a .'«^c^ a 



4, 1 — €»/• a =— co^2Jx.2eo*a = — 



2co^2a 



5. 1 — se^^ a ssz 



1 — cos 2a *^c 2a — 1 

— CO* 2a . co^^c* a 

— ÄiV a . sec^ a ss ^^tang^ « = --;^J^ 

1 



6. 1 -^ cosei^ a =5 — «;$* a . cosec^ a = — 



fa/^* 



sss — col*a 



a 



1 i 4* ^^ ^ 

l^^sma 



Werthc für {^^^ 






a \ 1 



a 



cos^ + sin^ 






a\'2 



a 



i-^tang^ 



1 — sin a 

1 4" ^^^ " 



= tony«(45-|) =:' «««(45 + J) = 



a . a 



a , . a 



4-C0*a 

i*iiMi^i«»— ^-»^^^ 

COS OL 

"^ cos et, 



a\< 



i-^tang^ 



«a 



-}- CO* a 



— tanga 

— tangrx 
-\'tang<x 



tang^^ 

tLfL \ \ MtL^ \ cos tx-X- sinn 

/ö/7g^(45+a) = co/(4o— a) = ^,^__,;^,, 



CO j a — sm « 

a 

COS cC'^^ sin OL 



= /a«g:(46-«> = <»/(4ö+«) = ^^^^^„,, 
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7. 



8. 



9. 



10. 



11. 



12. 



cot QC -f- 1 

co/a— 1 

cot OL — 1 

COta-j^L 

sec a -[- 1 
sec OL — 1 

sec OL — 1 
sec a -j- 1 

cosec Qc -f" ^ 
cosec a — 1 

cosec g — 1 
cosec (X -pr 



= fa7i0-(45-f-o() = cot{Mh — a) 

= tang{ib—a) = co/(45-f-a) 

= cor' ä" == 1 

2 1 — cos OL 

^Ot 1 —CO*« 



D)" Werthe für iqpjF(2a) 



1. l-l-jin2oc S5S 



2. 1 — 5w 2« = 



(^wa-co^a)t = 2^«fM45-a)' = ^+^^^~^^^^"' 



3. 1 + CO^ 2a =2 CM* a = 



ir^^img"^ (X 



5. i + ^ö/^2<x Ä 



6. 1 — - tang 2<x ^=: 

7. l + a)l2oi c=3 

8. 1 — ca^2(K ;= 

9. 14-^^c2a = 

10. ^ec2a— i = 

IL 1+^0*^^^^= 



-^ fflwy* g -^ itang a 



1 — ^<3En^* « 



1 — titng^ ex 

+ 1" {cot a — lang ä) 

— i;(cot a '^iang a) 
3 e CO** « 



— tanjgf^ g 2 co*^ g — 1 
^toüf^ (X ^2 



2 *iV 



tai^*a -cot"g— rl 1 — 2*fVg 
-jrkitmga + cota) 



12. ro^2g-l=i(ea;,yg + co^g)--4Äi2^ii2^^ 

*^ ^ ' ' itanga 
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E) Werthe für , ,f gl und iJS^M 

. ^lÄ 2a 

1. 5— r- 5- SS fang « 

1 -}- cos 2a ^ 

^ OT»2a ^ 

2. z s- 2= öo^ öl 



3. 



4. 



170^ 2a 



1 »— teiig^ g 

1 -j- CO J 2ä "^ 2 

l — cosla 2 



5. 



6. 



£>l^^ 2a 

l4-ji/i2a ~ ^*^ (45— ä) = m/ (45+ä) = sec 2a — tonsj 2a 

cos ^Ob 

i-^ sin 2a ^ *ong{tö'\'ay =r co/ (45— a> == sec^ + tang 2a 

1 4" ^'^ 2a /flwy(45-f"Q) 

1— OT»2a #an^(45— -a) 

9. yi£2i^ = «,««« 

1 — CO^ 2a 



10. 



1 — M J 2a ^ . 



X. Tafeln für die Funktionen eines: vielfachen Bogens* 



A) Ausdrücke für den SinuSi 

a) Allgemeine Ausdrücke liir den iSk'mi^ eines vielfachen Bogens. 
aa) Durch Funktionen des einfachen Bogens. 
aaa) Durch den Sinus. 
, . . n.(n«— 1*) . . , n.(n'— l»).(n*— 3*) . , 

n . (n«— 1«). (n«— 3») . (n*— 5«) . , , 
'■ 1.2.3.4.5.6.7 .«»«i-... 

diese Reihe gil^ Wenn n eine ganze rationale ungera de Zahl ist; sie hat — ^^ Glieder. 
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tyn f-T-: / • n.(n»— 2») ., , n^(n*--2«)':(n 

2. sm na =: y{i — sin* «) . ( n , «n a — } a 6 ' • «w»^ «+ ' i o 3 I 

n.(n«— 2*).(n»— 4»).V— 6*) . . \ 

1.2.3.4.5.6.7 / 



5""" 



n 



diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale 'gerade Zahl ist; sie hat ^ Glieder. 

' bbb) Darch den Cosinus. 

L sin rta = + ^'{1 — CO** «) . ( 1 7-3— . oo**a -(- i a ' ^ . ' . cos* a — . 

(n*— l«V.(n''— 3«) . (n*— 5«) , , \ 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale nn gerade Zahl ist. Das positive 
Zeichen gilt, wenn n = 4m-f-l, und das negative, wenn n =: 4m — 1; wo m 
iede beliebige Zahl bedeutet. 

2. ■ sin na a= 4- j/(l — cös^a) . fn . cos a -^ ' ^ ^ — - . cOs^ a -|- 

T 1.2.3.4.5 •«>*« — •.•.; 
diese Reihe gilt, wenn n eine gfmze rationale gerade Zahl ist. Das positive Zei- 
chen gilt, wenn n = 4in-f-2; das negative, wenn n = 4m — 2. 

ccc) Durch die Tangente. 

/n ^ n.(n— l).(n— 2) ^ . , 
mna = cos" « • ir • '<"W " i 4 \ ' ^"^ " "r* 

n.(n— l).(n-2).(n-3).(n-4) . .„_ \ 
+ 1.2.3.4.5 .tans>a-....) 

WO das letzte Glied den Koeffizienten 

n.(n — l)....(n — (n — 1)) 

1.2.3....(n— 1) 
hat, und zwar: 

mit dem Zeichen — und der Potenz tang^^'^a sobald n = 4m ist 

+ - - - iang'^'Z^a . n = 4m + 2 

- - + - - - tang^a - n =i'4m-|-l 

-— . - - tang^ a - n = 4m — 1 



sm 
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ddd) Durdi die CotangenU. 

H 1.2.^.4.5 '"^^ «-....; 

WO das letzte Glied die Gestalt 

± 1.2.3,.-. (n—1) "^^ 

hat, wenn n = 4m oder s=s 4m-4-2 

u* ■ j- r» 4 u ^ n.(n^l).*..(n — (n~l)) 

hingegen die Gestalt + ^ 4 o q 

sobald n s; 4m 4" 1 oder 4m — 1 

bb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogens. 

1. ^m na sz: 2 cos a . sin (n— ^1) a.—- ^in (n'*^2) a 

2. siniux :=s isina. cos (n — 1) a-f- ^>» (n-— 2) a 

3. ^inna = jma.co*(n— 1) a-j-co^a, «n(n— 1) a . . 

cc) Durch Faktoren, welche die Funktionen anderer Bogen enthalten. 

sinna s= 2''-J5i»a. sinl — ^^ aj ^ sin ( — j-aj ,sinf — — aj.jmf |*«j' 

. /3« \ . /3ic , \ 
. sm f — — a j . ^i/i ( )- a j • . • . 

diese Reihe wird sb weit fortgesetzt, bis man n Faktoren hat. 

« drückt hier (wie überall in den trigonometrischen Formeln, für den Ra- 
dius = 1) den halben Kreis oder 180® aus. 

b) Ausdrücke für bestimmte VervielfiÜtigungen bis znm Zehnfachen. 

aa) Durch den Sinus des einfachen Bogens. 

1. sina :^ sma 

2. sin 2a = isina. |/(1 .— sin^ a) =b 2 sin a— sin^ a — | mi^a— * f 5iV a — 

— '^sin'^a^^'^sin^^c^'^^siri^^a'^Y^rin^^u*^.... 

3. Wh 3a = 3 sina ^^i sin^ a 

4. «fi4a = (4 Sinais sin^ a) . |/(1 — sin^ a) s=s 4 Wwa — 10«i»a + |W/i«a + 

I. K k 
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5. sin 5a 

6. sin 6a 

7. sin 7a 

8. sin 8« 

9. sin 9oc 
10. ^mlOoe 



1. 


sin» 


2. 


sin 2a 


3. 


sinZa 


4. 


sinia 


5. 


sin 6a 


6. 


sin 6a 


7. 


sin 7a 


8. 


sin^ 


9. 


sin 9a 


10. 


sin 10« 



s= 5 sin a — 20 sin? a -|- 16 sin* « 

= (6 «Fl a — 32 «»' a -{- 32 sin* a) . 1/(1 — */»* a) = 6 räl a — 

— 35 ^n* a -|- i-p- . jm* a — ^ w»' a — i^ «'»• a 
= 7*«&» a -^ 56 ^m* a -f- 112 ün* a — 64 äw^ a 

= (8 ÄW a — 80 «»• a + 1 92 «V oc — 1 28 ^»' a) . ]/(T^ «n* a) = 
E= 8 sin a — 84 sin? a -j- 231 sin* a — ^^ sin^ a 
= 9Wna---120^i»<a-f-432^«a— 576iii»'a4-256«»»a 
= (10«»a--.160m»a4.672«Va — 7168^i»'a4-3584Äii'a). 

.V(i—'Sin^a)=iiisina^if&si^a^^^sin*a^\^^sin'a 

bb) Durch den Cosinus des einfachen Bogens. ^ 

= 1/(1 — co^*a) 

=: icosa. |/(1 — co^ a) 

= (4co^«a— 1).]/(1 — coJ*a) 

=s (8 a>j* a — 4 co^* a) . ]/(! — co^* a) 

= (16 co^a — 12 co**a + 1) . 1/(1 — CO*« a) 

=3 (32 CO** a — 32 cos^ a -f. 6 CO* a) . |/(1 — co *» a) 

= (64 cas?a — 80 co**i + 24 CO*« a— 1) . 1/(1 — co** a) 

SÄ (128cO*^a — 192 CO*« a 4- 80 CO*» a — 8 CO* a). 1/(1 — CO*« a) 



1. 


sma 


2. 


sin2a 


3. 


sin Za 


4. 


sinia 


5. 


sin 5a 


6, 


sinßa 


7. 


sinla 


8. 


fM>8ae 


9. 


sin 9<x 


10. 


sin 10« 



= (266 CO*» a — 448 co*»sa + 240 co** a — 40 co*« a) . 1/(1 — cos^ a) 
= (512 cos^ a — 1024 cos^ a + 672 cos* « — 1 60 co*» a + 10 co* «) . 
. 1/(1 — cos^ a) 

cc) Durch Sintis und' Cosinus des mehrfachen Bogens. 

aaa) 
= sin a 

= 2 CO* a . sin a - 
= 2 cos a . *m 2a — sin a 

= 2 cos « • */« 3a — sin 2a . 

= 2 cos a . */n 4a -^ *i;j 3« 
:= 2 cos a . *wi 5a — *i» 4a 
=: 2 CO* a • *w 6a — sin 5a 
= 2 cos a . *j» 7a *— *w» 6a 
= 2 cos a . *m 8a — sin 7a 
:= 2 cos a • *iii 9a — sin 8a 
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1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 
10. 



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

l. 

8. 

9. 

10. 



bbb) 

sina ^=, sina 

sin%K, = ^ sin a. cos OL 

sin 3a === 2 sin a . cos 2a^sina ^ 

sin 4a SS 3 sin a • cos 3a »f- sin 2a 

sin 5a = 2 ^*7i a . cos 4a -|- sin 3a 

sin 6a = 2 sin a . cos 5a -|^ a'/» 4cx 

^j/j 7a . = 2 sin a . co* 6a -|- «» 5a 

sin Sa = 2 a'h a • co« 7a -{- jm 6m 

^/l 9a r=; 2 sin a . co^ Sa -j- ^m 7a 
^//i 10a = isin a , cos 9oi -|- ^in 8a 

ccc) 

sin a SS ^i/i a 

Jim 2a ' =2 ^a • cos a 

sin 3a '= sin a . COJ 2a -|- r05 a . sin^a 

sin 4a = ^11 a • cof 3a -^ cos a . jm 3a 
= sin OL . f o^ 4a -^ co^ a . sin 4a 
=: ^m as COS 5a -|- co^ a . sin hu 
= ^» a . co^ 6a -j- cosa : sin 6a 
= sin a . coj 7a -[- co^ a . ^iw 7a 
= sin a . cos 8a -f- CO* a . sin 8a 



^i/t 5a 
sin 6a 
sinla 
sin Sa 
sin 9a 



sin 10a = ^i/i a . cos 9a-}- coj a « sin 9a 

dd) Durch Faktoren von Funktionen verschiedener Bogen. 

1. sin o- zxz i sina ssi sin a 

2. .9in2a = 2Äna.*wif5^ — aj 

3. sin 3a SS 4 ^m a . ^ib Ur — a j . ^w ( ö" + «j 

4. «»4a = 8«*foa.5i/»fj — «) •^'f*(T+«) •'S»Vi(~ — aj 



5^ «*/i 5a as 16 ^ a . sin {-r — a j . «i» ( r "j^ « ) • ^''^ ( -^ " j • ^^^ ( "F" + <* j 
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6. smSa s= 32 «»«.«» f — — a j. sin ( ^ -^ tt j. sin ( TT -~- a\. sin f TT •jr'*]' 

. #mf y — aj .^m ^Y+ aj 

8. sirtSa :^ l^sma.sin(^--'aj.sin(^-^aj .sinf-£-—oij.aH(j-\-a\. 

9. »iJ99(x SS 2b6sina.sin(fr-~'aj.sin(;^'\'aj,sial-^'^<»]»si^ 

.«»(W— a).«w»(5-Hraj.*ro ( •q" — ,<*) • *«» ( -q- + «} 
10» «m 10a s= 6i2tina.siBfrK-'^<i^j 'Sin(jj^-\'Ot\.sin(-^'-'Oi\.sin\^^ 

**''* (lü"" ")•*''* (lö"^ ")•**" (t""*)* *^ (t^* ")• 

B) Ausdrücke für den Cosinus. 

a) ADgemeine Aasdrücke iur die Cosinus der vielfachen Bogen, 
aa) Durch Funktionen des einfache» Bogens.^ 
aaa) Durch den.iSiTinr. 

I. ro.nc.= i~^.^^«+ ^^^3.4 '^^" 1,2.3.4,5.6 ^ 

.. n*,(n^— 2*).(n«— 4*).(n*— 6^ ... 
^ ' 1.2.3, 4. 0,6,7, 8 

diese Reihe gilf^ vfttm n eine ganze ratienale gerade Zahl ist; sie hat - X - 



V 
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o 1/n =-2-^ (* »'— 1 '. . i (n«— l).(n*— 3«) . . 



1.2.3.4.5.6 '*"* «"T—; 



n+1 



1. cos aa 



^iiese Reihe gilt, warn n eine ganze rationale ungeradeZdil ist; sie hat — ^— Glieder. 

bbb) Durch den Cosituts. 
.r n.(n«— 1) . . n.(n»— l).(n»— 3») , \ 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale ungerade Zahl ist Das positive 
Zeichen gilt, wenn n =s 4m -^1, und das negative, wenn n = 4m — 1. 
o _i_^ »* « , n».(n?— 2«) . n*.(n* — 2«).(p«— 4») 
2. ^^■« = ±(l-0-^*"+ 1.2.3.4 -^^^ 1.2.3.4.5.6 '^ 

-««•« + ....1 

diese Reihe gilt, wenn n eine ganze rationale gerade Zahl ist. Das ^positive Zei- 
chen wird genommen^ wenn n = 4m, und das negative, wenn n = 4in •— 2. 

- •• • 

■ ccc)r Durch die Tanger^'e. 

^ f. n.(n— 1) , _, , n.(B— l).(n— 2).(n— 3) 
CMB« =<»**«. ^1 L_-!.to;,g*a-j.— i 1.2.3U 

WO das letzte Glied die Gestali hat ;- 

— -n.(n— l)....(n— (n— 1)) ^ „ i i l \ o 

-f- — ■" 4 o ^ ^tang^a w^enn n = 4in oder = 4m + 2 

1 • ^« V • • • «n 

hingegen: 

^ ' ri> Q ' /"^ViT" •ttmg^'^^a wenn, n === 4m-p-l oder = 4m— 1 
1 • <6^u • • • »-^n "^ 1^ 

ddd) Durch die Cotangente^ 

'fr- f ^ n.(n— iV _^ , , n.(n— l).(n— 2).(n— <?3y 
ecsna z=i sin^a.\mo1^a 1 o '^^ ^^H ^ 12 3 4 



.COl^'^ 



«-....} 
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WQ das letzte Glied die Gestielt hat: 

n,(ii~l),...(n--(n-l)) ^^^ ^ = 4in oder = 4m + 2 

hingegen: 

^ n.(n— lj.,.>(p>--(n— 1)) ^^,^^,^^^^ ^enn n =i 4in+l oder = 4m — 1 

bb) Durch Funktionen des mehrfachen Bogens. 

* / 

1. cosnoi ^=^ i'cosa .cos{n — l)a — cos {n — 2)a ^ 

2. CQS na =z — 2'^moe,OT» (n-^1) a-|-C05(n — 2)a 

3. cosnok = ro^a.co^(n' — l)a — sma.sin{n — l)a 



cc) Durch Faktoren, welche die Funktionen anderer Bogen enthalten. 

1. cos n« = 2—* sin (^ - «) • sin (|i + «) • *^ (5^ " «) " *^ (2S + ") " 

und so weit, bis man n Faktoren hat, oder: 

2. «M n« = 2—* cos [(H^)*+«] . cos [^^)«-a] .cos [(11^),+«] . 

und so weit, bis man n Faktoren hat.' 

b) Ausdrücke fiir bestimmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfadien. 

aa) Durch den Sinus des einfachen Bogeus. 

1. COSa = |/(1 — «I»* a) = cos a 

2. cos 2a = 1 — 2 «»* a 

3. co53a = (1 — 4*iij*a).Ka^^^^^^^=l — 1**^^^ 

4. CO* 4a = 1 -— &^ii»^ a -f- 8 sin^ ot ' 

5. C0j5a = (1 — 12ÄW»a+16«/i^a).l/(l— *w«a) = i — ZJ^sin^a^ 

6. coj6a = 1 — 18^w»*a + 48 jm*a — 32Äii*a ^ 

7. co^7a =s(l— 24«M»»a + 80w»*a — 64iiVa).|/(l— «Va). 
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8. £0s9a := i — 32 jii>* a -)- 160 Jin« « -^ 256 «m« a rf 128 ^* a • 

9 «wda SB (1 — 40«in*a-f 240nn*a— 448«n*flc + 256Ah*a).)/(l — «B*«) 
10. eo«10oc = l-.50«n*a-f 400«m«a — 1120^*a4-1280^*a — 512«n'«a 

bb) Duicfa den Cosinus des einfachen Bogens. 

1. cos OL = cos a 

2. cos 2a = 2 coä^ OL — 1 

3. cos 3a = 4 co^ a — 3 co* a 

4. «w 4a ^ =s 8 CO/* a — 8 cos'^ « + 1 

5. COjSa = 16e05*a — SOro^a-j-öro^a 

6. co^6a ±=32co^a — ^cos^a-^iScos^ a — l 

7. CO* 7a = 64 cos'' a — 112 cos^ a -f- 56 «w* a — 7 «>* « 

8- CO*8a =: 128cOJ»a — 256<»^a+160w^a— '32a)**a4-l 

9. cos 9a =s 256 «>*• a — 576 cos^ a -j- 432 cos^ a -r- 120 co^ a -|- 9 co* a 

10. cos 10a =a 512 W^*>a — 1280 co^a + 1120 co^a — 400 co^a + 50 co^a-^i 

cc) Durch den.Cbii/ii^ des mehrfachen Bogens. 

1. cos OL = cq/a 

2. CO* 2a c=2co*a.co*a — 1 .^ 

3. CO* 3a =5 2 CO* a . CO* 2a — CO* a 

4. cos 4a = 2 cos OL . cos 3a — cos 2a 

5. CO* 5a = 2 cos a. COS ^a — co*3a 

6. CO* 6a = 2 co*a. CO* 5a --^ CO* 4a 

7. cosloL = 2 CO* a. CO* 6a — CO* 5a 

8. cos 8« := 2cosa.cosloL — cos 6a 

9. CO* 9a =2 cos a . cos 8a -^ co* 7a " 
10. CO* lOa zs 2 CO* a . CO* 9a — co* 8a 

V 

dd) Durch Sirms mvA' Cosinus des mehrfachen Bogens. 

1. CO* a = cdi a 

2; CO* 2a = cos^ a -^ sin^ a 

3. CO* 3a = CO* a. CO* 2a — sina^sinia 



4. CO* 4a = cos a . co* 3a — sina.sinSa 

5. CO* 5a =;: COS a . COS 4a — sin a.sinAa 
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6. cos 6(x SS cos a • cos 5a — sin a • sin 5a 

7. ro^ 7a = co^f a . cos 6a — ^ a . sin 6a 

8. cos Sa =: cof a • co.r 7a — sin a • ^'i» 7a 

9. cos 9a =s €!M a • co^ 8a — sina.sinSot 
10. O)^ 10a = cosa .<*os 9a — im a . sin 9a 

bbb) 

1. cosa sc co^a 

2. cOi 2a =1 — 2 sin a. sin a 

3. €t>^ 3a SS co^ a — 2 jiil a . ^ü» 2a 

4. coi 4a = cof 2a — 2 sin a • sin 3a 

5. C05 5a SS cos 3a — 2 ^ a • i£^ 4a 

6. co^ 6a = COS 4a -— 2 sin a • sin 5a 

7. ct>^ 7a == cos 5a — 2 sin a. sin 6a 
8« cos 8a = cos 6a — 2 sin a . sin la 
9. CO* 9a = cos 7a — 2 sin a . «» 8a 

10. ^0* 10a == cos 8a -— 2 im a . sin 9a . 

«e) Durch Faktoien von Funktionen verschiedener Bogen. I 

\ . aaa) 

1. co^a z=i t sini^'^ <x\ ^s^ cos a 

2. l»52a = 2w»f j— ay«»rj*}-a1 ^ 

3. COsZa, Ä ^^''^(g •^'«)-*wfT' + a)..*i»(^ 

4. C0f4a Ä 8mr^g--— aVOTir5-+aJ.«V»f-^*— aj^ 

5. ^*5a Ä *^*''*(iö~^y-*''*(^+"}-'"'*(lO~^y'^^^^ 

6. coi 6a SS .32 sin (75— <A • «^«^ ( i5"H **) • *''* vT*" "y ' ^^ (j "t* *)* 
• . /5* \ . /oÄ , . \ 
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7. c»s7a =s 64 «Ht (A— «)"• «"» (tJ*^ / ' '*" (li"" / * **" (li"'' V * 



8. «w8a = 



128^(^ 



9. CO* 9a 



256 sin f Tg 



«) ♦»» (n+«) • *» (i4~ ") 

") * *"* (l5"^ V ■ *"* (s""" / * *'** (f "^ ") ' 

10. CO* 10a = 512*m(^-7aj.«»(^+aV*w^^— «j.jm^^ + aj. 

.sin(j- a) . «•« (j+ «) . *m (g— «) • *w (^ + «) • 

•''"(iü-")'*^(M+") 



1. 
2. 

3. 



cosa 
CO* 2a 



1 co*a 
2co* 



bbb) 



s= 2«w(j+a).co*(j — «) 



CO* 3« =4 CO* (-r +-«) . co*^-g-— aj . co* a 



4. CO* 4a 



^ 8co*(|+a).ca*(|-«).co*(| + «).co*(|-.«) 



5. cos 5« = 



/ 
16 coJ ( 



T5+-)'»'(S— ):~'(t5+")-"'(^— )•"•• 



/j 



6. co*6« =32co*(^+«).co*(§-«).co*(|^+«)..«m(j2-«). 



•«"(t2 



!! + «). co*(^--«) 



I. 



LI 
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cos» 



8. CO« 8« =3 148 eo# f Tg + «) » «o* f Tg — *)■'"'* (ifi "^ **)**** (l6 — "j' 

9. co*9a = 256 CO* { Tg -|- <*)•«*'( Tg — ")**"** (i8 ^~ "J '*'*** Vl8 — ")* 

■ **" \18 "r V ' VIS — y ' ""'vis ' y ' '*'* vis — ")•****• 

10. «MlOa = 512«)*(^4-a).«>*(^— aj.«w(^ + «).€»*(^ — a^, 

C) Ausdrücke für die Tangente^ 

<) Allgemeine Ausdrücke für die Tangente eines vielfachen Bogens. 

1* fang na = 

„ j..^^ °-(n-lM°-2) ,^„^„ I n.(n-^l).(n-2).(n-3).(n^4) 

„.fOBg-a ^-^-^ .teBg-«+ TOTO tang^'*^"- 



n.(n— 1) ^,_ , n.(n— IMn— 2).(a-^) p.(n— l)....(n— 5) . „ .„ , 

oder auch: 
2. tangua = 



— 267 — 

b) Besiimmte Vervielfältigangeit bis zum Zehnfachen. 
aa) Auagediückt durch die Tangenten des einfachen Bogens. \ 
1. tanga = tang a 

o i—tang*a ^ 

^ . o 3 lang a~— tan£\a 

. . Atinut a — itang^a 

° 1 — 6 tong'^ a "j^ t(mf^ OL 

.- 1 IE btanga — 10faM*a + /flw*a 

- 6 fang a — 20 tony*« -j' ^ tang^a 

7. tangla i= i_21/a/ig-^a + 35^ai^a — 7/a»g^a 

8 fang g — 56 tan^ a -j- 56 tang^ a «^ 8 ^gng^ <* 

8. /oiiySa _ i_28/ang-'*a4-70te/igr*a — 28/a«S*a + /öwg*a 

9 tanga — 84 tang^a-^ 1^6 tangla — 36 foiig-^a + tangla 

9. iangSa — l_36/ai2y*a + 126taii^« — 84to/iff*a + 9/aiig*a 

fang iOa — ^ _ j^ ^^^^ ^^ 210 tang^a^^iOtang^a-}' Ab tang^a — tang^^a 

^> 

bb) Aasgedrückt durch die Cotangenten des einfachen Bogens. 



10. 



1- '«»V« =?S7^ . 

2. tangia = --^^-^^ 

o "3 CO«*« — 1 

3. tangSa = ^^^_^cota 

4. tangi» =«rf4a_6«»«'« + l 

5 co<^« — 10 cot*« +^ 

5. fo/igrö« = CO«»« — 10co«»a + 5co«ä 

■ frc of*« — 20cof*« + 6<»<« 

6. /ony 6« = «,<•«— 16 CO/* «-f 15 CO«* a—1 

LI 2 
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7 — 7 C0<*«~ 35 cot*a + 21 co(*a — 1 

7. tangla — ^^7« __ 21 co«» a + 35 co<«a-- 7 «»<« 

Scof'g — b6cot*a-\-56cot*a — 800/« 

8. tangüa — oo^a — 28 art*a + 70 «rt*a — 28 «)<»a+l 

_ 9co<*« — 84 co<*a + 126 co<*a-- 36 co<»«+l 

9. /««fflto — ^|ta_36^^T«_|.i26«,i»a — 84«)/«a-f 9i»fa 



10. /a/i^ 10a 



1. cot na =: 



cor a — ,>o cor ' a -j- 1 :so rof •* a — 04 cor" a -j- » cor a 
_ iOcof^g— 12 coig^a + 252 co<^a>— 120 co^«+ 10 CO/ g 
— co/'''a~45 cof*a-{- 210 co/«a — 210 CO/« a-f4öco/^a— 1 

D) Ausdrücke für die Cotangente. 
k) Allgemeine Ausdrücke för die Cotangßnte eines vielfachen Bogens. 

. n,(n— 1) , . ~ n.(n— l).(n--2).( n— 3) , . 
ii.fe— l^.fii— 2^ _ . n.fii— l).fn— 2).(n— 3).(ii— 4) 



„ *„^« "•(°-l)(°-~2) . „ .^ . n.(n-l).(i>-2).(ii--3).(n-4) ,^ .„_ 
n.««!«-« j-^-j- tan^a^ 1.2.3.4.5 '. '^""^ " 



2. CO/ na = 

~„ ^,.-,^ n.(n-l).(ii--2) ii.(n-l).(i^2).(n^Mn--4) ^ 

b) Bestimmte VervieKalligungen bis zum Zehnfachen, 
aa) Ausgedrückt durch die Tangenten des einfadien Bogens. 

1 

1. co/tx = 

tang Ol 

2. CO/ 2a =:i=i22£l2 

2 tang a 

3. cot 3a s= ^-i 7^ . 

3 tang (* "^ tang^ a 

. . i — 6tangl^a4-tang^a 

4. cot 4a =s — -J-- 2 — -J- — ^ — 

4 tang a — 4 tang^ a 

1 — 10 /giyg^a -f- 5 tang*a 

5. C0/5a — 5fai,^a— lO/OT^a + Zaii^a 

_ 1 — 15 tan^ a 4- 15 tang^a —i tang^a 

6. co/tw — 6/ß/i^a — 20/r7izs^a4-6/OTg-*a 
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7. cot 1a = ^--^^*o»t^^ + ^tani^a'^ltcaif^a 

1 tangat — ^tanf^a'\-^\tang^a^^tang^a 

*" 8 tcmga-^ 56 /awg*a -}- 56 tang^a^^ 8 te/^' a 
^ _ 1 — 36 temg^a — 126 tan^a — 84 tang^a^ 9 tan^a 
"*" 9 /oAg' a — 84 ^awg* a -j- 126 ^awg^ a — Z6 tang^ a'\' tang^ a 

1 w — jo ^^j^ ^ _ J20 towg^ a 4- 252 tang^ a — 120 lang' a + 10 /«»g ^ « 

bb) Ansgedrückt durch die Cotangenten des einfachen Bogens. 
1. cot OL = cota 

cot^a — 1 



2« co^ 2<x 



3. cot 3a Ä 



4. cot 4a s= 



2co^a 

cot^a-^Scot a 

Scot^a-^i 
COt^a — 6 C0tja'\' 1 



4 eof a — 4 09< a 

, - CO^ a — 10 cof a 4- 5 cot a 

o. cot oa c=s — r — TT— ^ 37^ — i«^ r"4 — 

5cof*a — 10co^*a-f"l 

co^^g — 15 cot^a-^- 15 cof^ « —■> 1 

6. cotba 6 «>^*a — 20 co/^a^-öcoi a ^ 

_ co^q — 21 co/^ g -{- 35 CQ^ g — 1 cota 

7. co^Ta — 7 co/^a — 35co^*g+21 co^^a— 1 

_ co/^g-^ 28 cQ/*^g + 70 Vo/*« — 28cof»g+l ^ 
8co^^g — 56«)^*a + 56«>^g — 8€0/g 

co^»g — 36cQ/^g 4- 126 cot^a — 84 cot^a-^Q cot a 

9, cotda — 9co#«a — 84eo^g + 126co^*g — 36co^'g+l 

_ coi^og — 45 co^g4- 210 cof^g — 210 co^^g 4-45 co^^g~l 
10. co^lüa— loco/'öc — 120corg4.252c«>f*g— 120to/'a4-10co/g 

£) Ansdrücke für die Secante, 

a) Allgeipeiner Ausdrack für die Secante eines vierfachen Bogens. 
sec^^a 



• _^n.(u-~5).(ii-^).(n-7)^„^^^^_ 
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b) Bestimmte Vervielialti^imgeii bis zimi Zehnfachen,^ ausgedrückt durch die 

Secanien des einfachen BQ§;ens. 
1. sec a =s sec a 

sec^a 



2. sec 2a 



3. sec 3a s= 



2 — *ec*a 
sec^a 



4 — 3 sec'^ a 

4. sec^ — ^^ssec^a + sec^a 

- *ec* a 

5. ^^C 5a s= 



6. sec6ct~ ^=z 



16 — 20 sec^ a -}- 5 *^c*a 



32 — 48*ec*a-j- 18 sei^a^^set^a 

sec^ ot, 
7. *ec 7« = 



64 .^ 112 5^ a -f- 56 *«:*a — 7 Jec*a 
8. 5^c 8a := 



1 28 — 256 sed^ a -f-, 1 60 sec^ a — 32 sec^ a + sec^ a 

sei^ a 
9. sec 9a =s 



1. cosecna =i 



^ . cosed^^ a — "'^"^^ ^ ^ . cosec^^^a -^5iL__M5_ — 2 . cosec^-^a — 



CO*^c"a 



p.(n'-l).(n»-3').(n«-5») ,;,,_._,^ , 



diese Reihe gilt,, wenn n eine rationale ungerade Zahl jst. 

cosec^ a 
2w cosecntx =: 



r^ cb.^c«-^a_2:^5!=21) ^,,^--., I n,(n>-y).(n--4-) 
U'^ a j^2.3 -«^^^^ «-T 1.2.3.4.5 



€05^C*a 



• cosec^^^a — .... j .]/(co*^c*a — 1) 
diese Reihe gilt, wenn n eine rationale gerade Zahl ist. 



1 



256 — 576 *^c*a+ 432 sec^a — 120 sec^a + 9 sec^a j 

10. sec 10a _ 512 _ 1280 sec^ a + 1120 ^^e* a — 400 ^^c« a + 50 sec* a — sec'^a 

F) Ausdrücke für die Cosecante. 

a) Allgemeinei Ausdrücke für die Cosecante eines vielfachen Bogcns. 

cosecf^a 
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b) Bestimmte Vervielfältigungen bis zum Zehnfachen. 



1. cosec a s=: 

2. cosec 2a =s 

3« cosec 3a i= 

4. cosec 4a = 

5. cosec 5a 2= 

6. co,sec 6a s= 

7. £t>^ec 7a = 

8. cosec 8a =5 



cosec a 

cosec* a 

^y {cosec' ^T^^^ 

cosec^a 
3co^c*a — 4 

cosec* OL 



(4 co^^c'a — 8) . \^(cosec^ a — 1) 

coseifcb 

5 co^^cr* a^— ?0 cosec? ia — 16 

cosec? OL 



(6 co^£?c*a — 32 coj^c*a+ 32) . X^" {cosec? oi — \) 

cosec* g 

7 co^^c* a — 56 co5^a-j- 112 dosec^ot^^ßi 

cosec? ix 



(8 co^ec* a — 80 cosec? a -f. 192 co^^c* a — 128) . \/{cosec* a -^ 1) 



coset^oL 



9. co*^ 9a _ 9 ew^^a— 120 co*^£:*a4.432 co^c»a~ 576 Ci^^^c a — 256 

10. cosec 10a = 

coset?^ a ^ 

*^ (10 cosei? a — 160 cosec? a'\- 672 co^^c*a— 1024 cojf^c* a -|- 512) . \/^{cosec*a ^— 1) 
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XL Potenzen der trigonometrischen Funktionen. 



.stna 



A) Potenzen des Sinus. 

a) Allgemeine Ansdriicke fiir die Potenzen des Sifius. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 

1. i:2"~^^*»"a 5= sin na — n,. sin (n*^2) « -f* 4 o* ■ sin(n — 4)a — 

n.(n^l).(n^2) . . ^ ,.(n-l).(n~2)....(^) 
-U^ .*«.(n-.6)a....± .„,iN ** 

das obere Zeichen gilt, wenn j den Rest 1 läfst, und das untere, wenn j den 
Rest 3 läfst. 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. + 2"*"* sin^ a = cos na — n . cos (n— 2) a -|- '^ ^ — . cos (li— 4) a — 

n.(n-.l),(n-2) , ^, i.n(n-l).(n-2)....(| + l) 

das obere Zeichen gilt, wenn u durch 4 theilbar; das untere, wenn n blos durch 
2 theilbar. 

b) Bectinuntc Potenzen bis zur Zehnten. 

1. sin a xs sin^ 

2. ^m*Ä 3= — |(cw2a — 1) ac ^ 

^ . , 1 / • -> o • \ 3 ^in a — *m 3a 

3. sm^ oc PS r— i(ö/*3a — o«/ia) = . 

4. 5W* a = I (co^ 4a — 4 COS 2a -|- 3) 

5. sin^ a = -^ {sin 5a — 5 sin 3a -j- 10 sin a) 

6. sin* a = — -3*5; {cos 6a — 6 a>^ 4a -|- 15 co5 2a — 10) 2= 

10 — 15 cos 2a '\- 6 cos icx'-^ cos 60t 
^32 . 
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7. siri^oi == — ^(«»7a — 7«/»5a-j-21^i»3a — SÖJma) 31 

35 W» a — 21 »71 3a -f- 7 ^ 5a •— rin 7a 
= ^ gj 

8. «Va r= ^(co^Sa— 8oo*6a + 28co*4a— .56a)*2a4-35) 

9. «»»a ==: ^(^/n9a~*9^/i»7a-|-36»»5a~84^da4-126M»a) 
10. 5iV»a = — ^^^(cojlOa— 10co*8a + 45«>^6a — 120co#4a + 

+ 210«>*2a— 126) =/ 
' _ 126 — 210 coj 2a + 120 goj 4a — A5 cos 6a -4- iO cos Sa -^ cos IQa 
~ 512 

Anmerkung« £b giebt keine reelle Werthe: 

1) Für eine aUgemeine Formel der Fotenccn des SimUt «nagedrückt durch den Sinus oder Cosinus 
des mehrfachen Bogent. 

2) Für die Potenim des Sinus^ aoagedriickt durch den Sinus der geraden mehrfachen Bogen. 

3) Für die Potensen des Sinus^ anigedrückt durch den Cosinus der ungeraden mehrfachen Bogen. 

B) Potenzen des Corsinus. 

a) AUgemeine Ausdrücke für die Potenzen des Cosinus. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 

1. 2»***C9^a = co^na*|-n.coj(n-^2)a-| — a'T *go^(n— 4)a4*«»«» * 

^ n.(n-l).(n-2)....(5±^) 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. 2"-'^co^''a = £0^na4-n.co^(n--r2)a-{*--^'^?-^^.co^(n--4)a-{-.... • 



.cosa 



|.(n-l).(n-2)....(|4-l) 



X • M.Ö •••• "^ 



b) . Bestimmte Potenzen bis zur Zehnten. 

1. cos^ct SS cosa 

2. cos* <» = i («>* 2a -]- 1) 

3. cos^a ac 4(^^3a-^3eo<f a) 

z- Mm 



I 
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4. W^a =5 |(a>^4a4-4£0«2a-f-3) 

5. CO^ a 1= Jj (cos 5a -|- 5 cos 3a -f- 10 cos a) 

6. co^a = ^(C9f 6a-{-6co^4a-|«15co^2a-|-10) 

7. co^^a =s ■^(€M7a-]-7c9^&a-{-2ico/3te-|»35eMa) 

8. co^a = r|7(co#8a + 8a>^6a-f 28co«4a4-56i:oi2a + 35) 

9. coj*a == .^(a><f9a-4«9<»f 7a4-36ca«5a-j-84co^3a-f-126eMa) 

10. cos^'^a = ^(€X>f 10a4-10co^8a4-45co#6a— 120eo^4a-{.210co^2a~126) 



Anmerkung. Es üt imniffglirli, fär die Potenien äee Comna nelle Werthc^ dmcli den Sima da 
mehrfachen Bogens «nigednickt, jni erhalten. 



C) Potenzen der Tangente. 

a) Allgemeine Aogflrficke för die Poteoxen def Tangente. 

Wenn n eine ungerade Zahl iat, ao gilt: 
1. iart^a =s 

«I» na — n . jn» (n — 2) a -j ^. ^ ' . a/9 (n— 4) a — .... ^ — 1\ * ^ 



• ^nsa 



^•^ 1.2.3... .(^-) 

Wenn n eine gonde Zahl ist, so gilt: 
2. tan^a =: 

n(n-l) |.(n-l).(n-2)....(!l±?) 
co^ na .<— n . co^ (n — 2) a 4* '\ ^ — ^ . co^ (n — 4) a — . , . . ^ 



1 a^. <)•••• ^ 



|.(n~l).(»-2)...(2±?) 



co^ na -|-n.oo^(n — 2)a-( — li— ^ — ^.co^(n— 4)a-j-.... 

Anmerkung. Werthe fiir die Potenzen der Ttingerue durch die Tangeruen des mehrfiM:hen Bogii» 
ausgedrückt, lassen sich aus den in X. C b gegebenen Fonnehi entwickeht. Man wird dieeellMB 
als Gleichnngen behandeln, und so tang* o^ tang^ a u. s. w. durch suocesstre Substitutionen ei^ 
langen können. Einige dieser Werthe sind in der folgenden Potanzentafel mit «u%cnommen. 



/ 
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b) Bestimmte Potenxen det Tangente bis zur Zehnten. 



1. tang^a ss 

2. tang^a = 

3. tanket = 



4. ian^ a = 

5. tang^a := 

6. tang^a == 

7. tang^ a = 
. 8. tnng^a = 

9. tan^a = 

10. tang^^a — 



sin et 
cosa 

l — cQ^2a /<iiif2a — 2tanga ^^ . itanga 

r^PcwSa fang 2a "^ /awg' 2« 

3 w^g— - jip3a , 
3 CO J a -^ co^ 3a 

3 tanga . lang 2« — 6 fang a . /oiig' Za-^i fang 2« . /gyyg* 3« 

tang2ot , 

4 co^ 2« -^ ico^ 4« ■?" 3 

4 cos 2a + CO* 4a -p3 

Jiy^ 5a — 5 ^w 3a + ^0 ^^^ ^ 
CO* 5a4- 5 CO* 3a+ 10 CO* a 

CO* 6a — 6 COS ja -{- 15 COS a-^iO 
COS 6a -J- 6l cos 4a -|- 1 6 cos a + 1 

sin 7a — * 7 *iii 5a -f" ^^ ^^ ^ — 35 *m a 
co*7a + 7 CO* 5a 4- 21 co* 3« -j- 35 co* a 
CO* 8a — 8 CO* .6a -j- 28 CO* 4a — 56 cos 2a -4- 35 

CO* 8a -}- 8 CO* 6a -{- 28 CO* 4a + 56 CO* 2a 4- 35 

*m9a — > 9 *in 7a -f- 36 sin 5a — 84 sin 3a 4- 120 sin a 
CO* 9a 4-9co* 7a 4- 36 CO* 5a 4- 84 CO* 3a 4- 120 CO* a 

CO* 10a -^ 1 CO* 8a + 45 CO* 6a — 120 CO* 4a -f 2 10 CO* 2a — 1 26 
CO* 10a 4- 10 CO* 8a 4- 45 CO* 6a 4- 120 CO* 4« + 210 CO* 2a 4- 126 

D)^ Potenzen der Cotangente. 



a) Allgemeine AusdrUeke för die Potenzen der Cotangente. 

Wenn n eine ungerade Zabl ist, so gilt: 
1. co/»a = 

/ i\ n-(a— 1)— •('^j 

^. , n.(n— 1) / Jiv I \ ^ / 

CO* na 4- n . cos (n~2) a4 ^r-« — . cos (n— 4) a 4- .... i . j. 

1.2,3....^— ^J 



. co*a 



« /« i\ n.(n— 1)....(^^) 

*i/^na — n.*i»(n— 2)a4 L— — i .^w(n— 4)a /n— 1 



1 s^. t> .... ( ' 

Mm i 



) 



. *i»a 
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Wenn n eine gerade Zahl ist, so gik: 
2. coi^a SS 

cojntt + n'.c(w(n— 2)a4- °'YT^^ co*(n~4)a4..... 



|.(n~l).(n-2)....(2+g) 



Xa^«V««»« 



^^na 



n (n—i\ s^-(»— l)-(ö~2)..,.(2±_\ 



l*i5»0«a«« 



b) Bestimmte Potenzen der Cotangenie bis zur Zehnten. 



1. cot^ a 

2. £»/» a 



=5 co^a 

_^ 1 4"<^^2a ^_^ cota 

"^ 1 -^ CO j 2a cot a--^ 2 cot 2a 



3. cof^a SS 



^_ Zcosa^cosSu cota. cot Sa 

3sma — sin da ö cot öa — b co^ 2a -}- 2 cot a 



4. cot^a - ^^4a + 4ca^2a + 3 



5. cot^a 



6. CO/* a 



?• CO/' a 



8. C0/*a =: 



9. COt^a = 



COS 4a — 4 co^ 2a -^ 3 

coj ba-^S COS 3a -j- 10 cosa 
sin 5a -— 5 ^iV» 3a -|- 10 sin a 

cos 6a-^ 6 cos Aa-^ ib cos 2a 4* 1 

"" cos 6a — 6 co^ 4a-|- 15 cos 2a — 10 

_ CO^ 7a 4- 7 CQj^ 5a 4- 2 1 CO^ 3a + 35 cbs a 
sin 7a — 7 sin 5a -}- 21 ^ 3a — 35 sin a • 

'_ cos 8a + 8co^6a + 28 cos 4a + 56 cos 2a4- 35 
cof 8a — 8 co^ 6a 4- 28 co^ 4a — 56 cos 2a + 35 

_ cos &a4- 9 cos 7a + 36 coj 5a + 84 cos 3a + 126 cos a 



10, co/*«a = 



sin 9a — 9 sin 7a + 36 sin 5a — 84 sin 3a — 126 sin a 

_ co^ 10a + 10 cQj 8a + 45 co^ 6a + 120 coj 4a + 210 co^ 2a +126 
cos 10a — 10 cos 8a -f 45 cos 6a ~ 120 cos 4a -f 210 cbs 2a—. 126 
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E) Potenzen der Secante. 

a) Allgemeine Ausdriidke für die Potenzen der Secanie* 
Wenn n eini ungerade Zahl ist, so gilt: 



I ^ rfcv I n.(n— 1) , L\ \ ^ "' ^ ^- 
cos na -|- n . cos (n — 2) a -j ip-g — ^ » cos (n— 4) « -f" • • • • / TT" ' ^^ ^ 

1.2.3.... (5=--) 



Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 
2. i^c^et s=s 



w^— II t — — — — ^— — — — ^i^— — ■ ■■■ ■■■■■II I i m n ■ 

n.(o-l) |.(n-l).(n-2)....(5±-) 
CO* na 4" '^ • ^^ (u— 2) a 4- — V"ö — ^ • cos (n — 4) a -f- • .>> • 

X .<fii.v.... ^ 

b) Bestimmte Potenzen der Secante bis zur Zehnten. 
1 ^ 



1. sec^a = 



2. sec^ot = 



cosa 
2 



co^ 2a 4" 1 

4 



3. #^c*a & — —5 

co^ 3a 4- 3 cos CK, 

4. ^^C* a =; 



5. ^^ a s= 



6. *^c* a s= 



7. ^^c'a = 



C05 4a 4" ^ ^* 2u 4" 3 

16 



CO^ 5a 4" 5 <^^ 3a 4" 10 cos OL 

32 



co^ 6a 4" 6 cos 4« 4" 1^ ^^ -" ~H 10 

64 



co^ 7a 4" 7 cos 5a 4" 21 cos 3a 4- 35 cos ot 

ö ^ ' 128 

8. secra a 



CO* 8a 4- 8co* 6a 4* 28 COiS 4a -[•5^^'®* 2a 4- 35 



9. ««c* a = 
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cos9a-\-9cos7a-\-S6cos5a'\-Mcos3a-\-i'i^cosa 
10. sec^o a — «^ I(^a^i0co«8a-f.4öc«w6a + 120c<w4a + 210c(w2a4-126 

* F) Potenzen der Cosecante. 

a) Allgemeine Ausdrücke für die Potenzen der Cosecante. 

« 

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so gilt: 

1. ^ cosec^ a = 

2«-i 



• / c*x I n.(n— 1) . . ,v ' \ 2 / . 

ju« na -7» n . ^1» (n— 2) a -|- ^ ^^^ ' . Ji» (n— 4) a — . . • . ^ i\ "* ' ^'^ ^ 

1.2.3. ...(5_.j 

dieser Ausdruck ist positiv, wenn n durch 4 dividirt, den Rest 1 läfst; er ist hin- 
gegen negativ, wenn dabei der Rest 3 bleibt. 

' Wenn n eine gerade Zahl ist, so gilt: 

2. cosec^a SS 

2»-* 

n(n-l) |.(n-l).(n-2)....(^ 

COS na — n . co^ (n — 2) a -| ^ . co^ (n«--4) a — .. . . ■ 

dieser Ausdruck isf positiv, wenn n durch 4 theilbar ist, hingegen negativ, wenn n 
blos durch 2 dieilbar ist. 

■ 

b) Bestinu^te Potenzen der Cosectmte bis zur Zehnten. ' 

4 1* 

1. COSec^ a SS -r 



2. cosed^ Ol, ssz 



sin a 

2 



3. cosec^ a = -r 



1 — cos 2a 

4 



sin 3a — • 3 sin a 
4. COf «?• a sr 



CO^ 4a — 4 CO^ 2a -p5 



5. cose€^ a SS T 
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sin 5« — 5 sin 3a-^ 10 sin a 

6 coset*a s 32 

6e0« 4a — CO« 6« — 15eo«2a-{-10 

64 

1 smba^^smla — 21 ^u» 3a -f- 35 sin a 

8 «wr»a = ^ 

co^ 8a — 8 cos 6a 4" 28 cos 4a — 56 cos 2a -f- 35 

"" wi9a — 9«»7a + 36jw5a — 84 ^n 3a 4- 126 aiz a 
10. COJeC»«a s 



10 co^ 8a —co^ 10 a _45 co^ 6a4- 120 co^ 4a ~ 210 £t>^ 2a -f 126 

G) Werthe für die Potenzen der Funktionen, ausgedrückt durch 
Reihen von den Potenzen'>anderer Funktionen* 

a) Reihen für den Sinus^ 

\ 

. . ^ 4 n j I "•(•» — 2) . ii.(ii— 2).(n— 4) . , 

1., ««•«=: l — -.«M*a 4- -j^j-^.oo«*a 1.2.^.2» '•«>«•« + — 

« . ^ n ^ ^ I n.(n+2) ^ . ii.(n+2>.(ii+4) 

2. sm»a^tanga-~^.tang»a-{.~^^^I^.tanf*a i72.3.2« 

„ . ^ » .. I n'(n*4-^ ^ n.(n+2)..(B+4) ^i , 

3. sin^a =s 1 — g..«rf*«4- ^ 2?2» Z *^" ilk.V.i* •«><*« + :- 

A „V-«-l » _i I n.(n~2) _J n.(n— 2).(n--4) _1 , 

4. *w « — 1 — 2**«c»a"T" 1.2.2* '««»a 1.2.3.2« set*a^"'- 

b) Reihen lor den Cosinus* 

^ . n . , , a.(n— 2) ' ' n.(n^2).( n~-4) . , , 

1. «M«a = 1— j.ii»«a + -ji^-^y4«^«ö»*a 1.2.3.2« — ^•«» « + •••• 

2. «,^.= l-|..a«^«4.^^.|«^«-5l^Li^^).,«^« + 
o ^ « A » ^ i n-(n+2) ^ n.(B+2).(n4-4) 
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n 1 , n.(n--2) 1 n.(ii--2).(n— 4) 



2*«Mec»a^ 1.2.2» *eo*«c*« 1.2.3.2» 

1 



*T* • • • • 



* cosec^a 

c) Reihen für die Tangente. 



• • /4 I »^ • • I n.(n+2) . . , n.(n+2).(n+4) 
« . _- 1 /'^ n .1 n.(n--2) . B>(n— 2).(n— 4) 

2- '«"»"" = sFsl*-j'««''»+-r2:F-^'^* — 1:2X2! — 

^ /, n 1 ,11.(11— 2) 1 n.(n— 2).<n— 4) 

" - ^ _ 1 7, , n l_.a.(n+2) _J , n.(n4-2).(n-f 4) 

4. tong-a«-^^^^^.^i-t-^.^^^-t- j[.2.2« •«>*«c*aT" 1.2.3-2» 

cosecra ' / 

4) Reiben liir die Cotimgenie. 
1 f. I» • , , n.(n— 2) ., n. (n-~2).(n~4) 

.*»»»a-|- ....J 

A I n ^1 »-(n+ä) ^ , n.(ii-f2).(n+4) 
2. iX><»«»co«»a.ri+^.eO!*»a+-ji^^.«M«a-^ iT^/aJat ' 



.CO** 



OC ^f* • •• • f 



1 / n 1 1 it.(n+2) 1 ■ n.(n4-2).(a4-^) 
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^ « ./'<'» 1 , n.(n— 2) 1 ii.(n— 2).(n— 4) 

e) Reihen für die Secante. 

1, sec^a = l + ^.sin^a^^-^-J^.sm^a^ lT2.3.2» ^ Jw* « + ,... 

j I «^ ^ • I »•(« — 2) ^ ^ , n.(n — 2).(n — 4) , ^ , 

2, jifc»a = 1 + 2'^^^^+ 1.2.2^ ^^^''"^ i, 2.3.2^ — ^.^«»«^a+.... 

1 A I » ^» I «^-(n — 2) ^ , n.(n — 2)-(ii — 4) 



.cot^a 



r ' • • -y 



4. sec^a = 1 -f- =•. 



^ 



n.(n+2) 



2 *€»<««*« 1.2.2* 'cosed*a 



f^ 



n.(n+2).(pHr4) 1 



1.2.3.2* 'cosec*a. 



I •••• 



f) Reihen für die Cosecetnte. 

1. coset*« =s l+ä'^^^+ITäia*" "^ l'2.3.2» •«>*^« + -" 

- 1 V4 I n -. .1 n.(n— 2) , - ■ ii.(n— 2).(n— 4) 

*• ^^""'to^-(^+2-^*^"+-T:2:y--'^'^"+ 1.2.3.2» • 

4 I » ^» I »•(« — 2) ^. , n.(n — 2).(n — 4) 
3. cosec^az=z l-{'^.cofia^ 1 2 2^ "^ — 



1.2.3.2« 



. ro^*a-j- .... 



A ^,^/— -i-4-" ^ I «-(1+ 2) 1 , n.(n+2).(n+4) 1 , 
4. coset^a - »-1-2-;;^-t--i:2lF-«7F^'^ 1.2.3.2« iT?^^- •' 



I. 



Nn 
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Xn. Allgemeüie Ausdrucke fttr die Funktiotien der Summe 

oder Differenz zweier Bogen. 



1. sin (a-f-j3) 

2. sin (of— ß) 

3. cos (ot+ß) 

4. cos{oi'-^ß) 

5. tat^ («+ß) 



6« tang{a^^ß) 



7, co^(a-|-ß) =3 



8. co^(a — ß) == 



9. sec(a^ß) = 



z=zsina,cosß — cos a* sin ß 
= CO* a • CO* /3 — sin a • *w ß 
=s cos a. cos ß-^- sin a. sin ß ' 

^ tanga'^tangß _ cotß-^cota _ i'^tangß.cota 
1 — tanga.tangß cota.cotß — 1 co^a — ^cr/i^ß 

*" cotß — tanga 

_ tanga-^tangß _ cotß — cota _ 1 — tangQ.co ta 
T^^^^ftmg'aTimg^ cota.cotß-\-l~ cot a '\- tangß^ 
^^^ tangotjcot ß — 1 
"^ co^ ß '\-'iang a ' 

^_^ cot a .cotß — 1 1 '^iang a . tang ß ^ coia — tangß 

cotß-\'COta tiwga-^ tangß 1 -f- cof a . fang ß 

cot ß — tang a 
*~ 1 4" tang a . cot ß 

cot a.cot ß-}' i 1 4* tang a . tang ß cota^ tang ß 

cotß — cota tanga — tangß ~1 — cota. tangß 

cot ß -{" tang a 
fang a . cot ß — 1 

sec g . sec ß 1 



10. Ä!c(a— ß) =r 

11. casec(a^ß) s= 



12. coj^(a— *ß) = 



i '•^tanga.tangß cosa. cosß-^sina.sinß 
coseca, .*cosec ß . sec a . secß 
coseea.cösecß'T^'Seca.secß 

sec a . sec ß coseca . cos ec ß . sec a .sec ß 

i^ tanga. tangß cosec a .cosec ß^seca. secß 
cosec a . cossc ß 1 

cot ß -f- cot a "" sin a . cosß -^ sin ß ► cosa "" 

cosec g . cosec ß . sec a . sec ß 
cosec ß . sec a 4- cosec a . sec ß 

cosec a, cosec ß^ coseca . cosec ß . sec a . sec ß 
cosec ß — cosec a "^ cosec ß . sec a — cosec « . sec ß 
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XUL Formeln, welche aus der Veibindüng der Funktionen 

zweier verschiedener Bogen entstehen. 



A) Summe ode^ Differenz der Funktionen zweier Bogen. 

Grundfonn: F{u)-\-F^ 



- . . . ^ • ^ "4* 3 ** — ^ ß 2 • / I V 

1. sma^smfi sn 2sm — ^-^.cos — 5»"^=^ ^75* '^''' v* t"t^) 

2. stn a^^smß = 2 ^/i — 5-^ . cos — 5-^- = _. . s$n («-f-p) 



2 



3. €»j ot -|- co^ ß =2 CO* — ^ . cos -^ 

,x— ß . a4-3 

4. co^ß — cosa = Uä»— 5—.«« — |— 

1 ^ «w (a+ß) 

6. tanga^langß = ^,^.^,p 

* r jio a . 5111 ß 

I 

sinioL — p) 

8. cot^ — cot a = -: -3— r 

^ i ^ 1:05 (a — ß) 

9. cot a + tan ff ß = -? — -r 

* ® '^ sma. cos ji 

10. cot a^tang\i = -r— ^ — ^ 

'^ ' stna.cosß 



11. j«:a + ^^ß = 



12. secßr^seca = 



C05 a . cos ß 



'^P'Mi«^ 



^n2 



' « 



a + ß « — ß 

icos—^.eos—^ I 

£*05 dC . COS ß ^ 

r> - « — ß • '* + ß 

2 5m —5-^. 5m ^ 
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2 sm — ^ — . cos — 5 — 

13. casecot^-cosecß = ■ . • 

sm a.smß 

14. cosec ß — cosec a .= . . 

sma.smß 

B) Differenz der Quadrate der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform: F^{a) — F^(ß) 

1. dn^a^^Hn^ß = ^w (a— ß) . ^m (a-f-/!)) 

2. C08^ ß — coä^ a = Sin (a— ß) . sin (a-j"^) 

3. cos^a^^ski^ß z=z cos(a — ß).co^(a+ß) 

4. W^a-Zo/iy^ß = sin ja^ß). sin ja+ß) 

^ ^ ^ cos^a.cos^ß 

5. co/»ß-eo^«« ^>^^(«-P)>^m («+<?) 

6. cot*a^co^ß ^cos(afß).cos(a^ß) 

sth^a.cos^ß 

7. cot-ß^tan^c. ^cos{a^ß).cos{<.-ß) 

CO^a.cO^ß 

9. eosei^a'^ cosec? ß = ^ . ,^^ — . ,^ ■ *T"{ 

sm^a.sm^ß 

C) Prodakte und Quotienten aus den Funktionen zweier Bogen. 
Grundformen: F{a).Fiß) oder J^ und F{a).FHp) oder ^^ 

1. nna.sinß r= *^* («-P)-«>* («+P) ^ ^.^, f^ _ ^„t ^JTf ^ 

3 «iE 
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■ . _ sin (a4-ß) 4- sin (a — p) 

A «-«R ^*« — sin(a+ß) — sin{a—ß) 
4* «/» p • CO* a SS ■ ' ^ Q 

CO«(a-|-p) — co*(a+p) 

W » («+P) +^ (<* — P) _ CO* (« — ß) — COS (g-f-P) 

7. tanga.cotp — ,;„(«_|.p)_^„(«_p) T^TTT^^ 

a *— o ^#« _ «» («4-P) — «» («-^P) 

8. tangß.cota = .j^^-^-^^^-^^-— 

«4-9 , a — 3 a+ß i ^ ' «— S 



9. 



Ana 



2 



«bS ^«—P x«+P ^ «+P j «— P 



10. 



2 ^ 2 

^^^«+Pj_. «— P _*«— P_i__,W:^ 



a-+-p , ^ ec — S ^a — p , 

«any— jL^+<<n^-^ co*— ^+co< 



11. 



12. 



«»-P tJ^tang^.tang^ i + cot^.cot^ 

^«+P , «— P X« — P * «+P 
co.a «>^-^-<^-2- ^ ^^-2 ''^-^ 

«^ ^ ^a^^+to/ig--^ cot-^ + tang^ 

a+ß ' a — ß a — ß a+ß 

. ^ ' tanff~r^ — fang-—- cot-—— cot—^ 

sm ß ^ 2 2 2 2 



COJ?a . ^ a+ß ^ a.— ß .a+ß ^<* — ß 4 

i'-'tang—^.tang—^ cot--^.cot —^— i 



' ' —^ ^_ ^^ 

D) Summe und Differenz der Funktionen von der Summe oder 

Differenz zweier Bogen. 

Grundform: F (« + ß) qp ^ (^ ~ P) 

1. sin(a-\'ß)-\'sin{a — ß) z=z 2 sin a , cos ß 

2» ^»»(a+P) — 'W/*(a — ß) =2co*a.^ß^ 

3. -cos{a — ß) + co*(a+ß) =2cosoL.cosß 

4* M#j(a--*ß)>-«€?(^*(oc4-ß) == 2*i>»a.*Miß JSt 
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= l/(l-f «il>2a).(l-{-«^2{i) 

61 »n(tx-\-ß)-—CM{a—-^ ^ {sin a— cos a). {sin ^ — osß) =3 

s= 1/(1 -«• w» 2a) . (1 — «» 2|J) 
- ^ V I ov I ^ / o\ 2cota.sed*ß ^ fang a . cosed* ß 

8, taf.e{a+ß)-tangia^ß) ^^^^ß •^*^o''^ ^cotß.se^a 



9. CO/ («+/3) + CO/ (a— P) 

10. cot (a+P) -^ «^' («— P) = 

11. sec{<x^p)-{'sec{a — ß) 

12. sec («+ß) r- *»c (a — ß) = 



co/*a — tang^ß "~ cot^ß — tang^a 
^ lang o^ • sed^ ß ^cota^co^ec^ß 

— . ^tangß .sec^a 2cotß.cosec^(M 

tang^ß — tang^a cot^a — cot'^ß 
^ 2 cosef^a. cosed^ß . sec a . sec ß 
*** cosed^a.cosed^ß — sec^a.se^ß 

2 cosec a . cosec ß . sec^ a . sec^ ß 

cosec^oL^ cosec'^ß — sec^u . sec^ß 
2 cosec a • cosec^ß . sec^ot . sec ß 



13. cosec (ot4-ß) -4- cosec (oi — i3). = oo « * o-. 

^ * '^' * V ir cosec^ ß . sec^ OL — cosec^a .sec^ß 

, t ^^ / ,.v "^2 co^ÄC* a . coj^c ß .secä, sec^ß 

14. co^ec{a+3) — cosec Ox — 3) = r-- — ^^ 

\ ^rr/ \ ./ cosec^ ß . sec* a — cosed^a.sec^ß 



E) Produkte und Quotienten der Funktionen von der Summe 

oder Differenz zweier Bogen. 

Grandfonnen: F(a-\'ß) . F{a—ß) und Cj^j]^ 

1. sm («+P) -**'* («— ß) = ^?o*'ß — co^*a = sinra — sm^ ß = ^—^ — =^ 

= («w a «[- ^»t ß) • (sin a — *i» ß) ss (co*p -j- co^ a) . (cos ß — ^s «) 

2. JMI (a+P) . OOS (a—ß) SS ± ^ 

3. Sin (a — ß) . cos («4-/^ = 5 — 

A / i ^\ t «V «r. •• • ••/* CO* 2a -f- ^«» 2a 

4. COS (a+ß) • CO* (a — p) = co**p — iwi*a = co**a — sm^ß = ^ ss 

*«. = (coxa^-^P)- (<^iM<>^'— ^P) := (cQ*p*|-Mia).(co*p-— *ma) 
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jfit (g+p) _ iang^ « + fang ß _ coiß + cota _ 
sin (a-7-p) tanga^tangß cotß — cota ~ 

l- |-#fliig^p. CO/« ffliy g . CO/ p 4" ^ 

■" 1 — /a/if p . cot g /ai^ g • cot p -^ 1 

jii> (g+P) _ tong<X'\' taf^ß _ co/ p + co/ g _ 
^' a>5(g— P) l-f-/aw^g./£OTg*p co/ g . co/ p + 1 

1 4" /gy^y P * cot g /oiag- g > co/ P -}* ^ 

CO/ g + tow o- p CO/ p -}- /ö/^ g 

co^(g-f-p) 1 — tang a . tang ß cot a. cot ß — 1 

cos («•— P) T"^pl«^'orr/aJig^ "^ CO/ g . co/ p -|- 1 

cot a^^ tang ß cot ß — tangot 
co/g4-/^''VP cot ß-\- tang OL 

10., long- (a+p) . «rf («+ß) = 1 

-la tangja-^ß) _ sin%^-\'Sm1ß 

tang{a — p) sin2a — sin2ß . 

tang (g+P> _ cos^ß—co^a 
cot{a~^ß) cos^ß — cos^a 

cot{a'^ß) ^n 2g >-* sin 2p 

CO/ (g—p) "^ »» 2g + sin 2p 

15. «n («H-P) . *w» («— ß) H- cos (a+P) . 00* («— -P) =1 — 2 «»* p = co« 2p 

16. «w (a-i-ß) • co$ («— P) — «M» («+ß) • *"» («— ß) == '«**« — *'»* « = «0* 2« 

F). Produkte der Summe oder Differenz vou den Sinus oder 

Cosinus zweier Bogen. 

Grundformen : (F (a) q: F' (ß)) . (F' («) + F C^)) 

k 
\ 

^ rfps 2p — coj 2g 
1- {sin ift + wV» p) . (.«« g — sinß) = sin (g+P) . «» (g— 3) = g 

cos 2g — «» 2g 
2. {sin aJ^cos ß) . (cos ß -^ sin a) = co^ (g+p) .co* (g—P) = h 
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A .«-«-l n 1 , n.(n— 2) 1 n.(n-2).(n~4) 

4. CO*- a — 1 — 2 • co^c» a "'■ 1.2.2» 'cosa*a 1.2.3.2» 

1 .... 

c) Reihen för die Tangente. 

4 . n n /'-ii'^ •« I n-(n+2) . . , n.(n+2).(n+4) 

1. tang^a:=z sm^ a .[1 '\'^.sin^a^ ^ ^j^^^' .swl^a^ Ui.z)^ 

a ^ ^ 1 A n - , n.(n-^2) ^ B.(n — 2).(n— 4) 

.«»4*a-J-....J 
o . ^ ^ A n 1 , ii.(n~2) 1 n.(n— 2).<n— 4) 



— t ?. , n 1 , a-(n-f2) 1 , n.(n+2),(n-f-4) 
4. to'»«"«--- cotf^^aV '**2*cotf€?c»a"^ ^2t2^"co*«r*a 1.2.3-2« 

* casea^a'^^*'/ 

4) Reihen für die Catangente. 
1 A n •* 1 n.(n— 2) ,. n.(n--2).(n~4) 



2. /»<" « » CO*" 



A I n -, . n.(n4-2) . , n.(n-f 2).(ii-|-4) 
a.(l+ä-CQ^«-Hnr2^-^''+ 12.3.2« • 

.co**a-|-....1 
^ .«^ 1 Ao.» ^ 1 «-(n+a) 1 , n.(n-h2).(n+4) 

.-1- + ....^ . 
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A « n f* ^ 1 , ii.(n— 2) 1 ii.(ii--2).(n— 4) 

— » / 

e) Reihen fUr die Secante. 

* 

1 A , n ^, , n.(n — 2) ^ , n.(n — 2).(n — 4) 
3- *^^« = ^^-(^ + 2-^^*"+-lk2^-^^"+ 1.2.3.2» • 



.cx>^*a 



"T • • • -y 



A ..>-«- I ^» 1 | n.(n+2) 1 n.(n+2).(nHr4) ' 1 , 

4. sec» — 1 -t- j. ,^,^.«-1- 1.2.2« • cojee« a^^ 1.2.3.2» ' coset*aT"" 

f) Reihen für die Cosecemte. 

. , n , , n.Xn+2) . , n.(n4-^.(n+4) . , 
1. cote<*a SS 14-^.<w*a-}- 4.2.2* "* 1.2.3.2* »«>**« + ■- 

1 • A I n ^ . . n.(n— 2) ^ . , n.(n— 2).(n— 4) 

*• '="^''==f^=^-(^+2-*^"+-r:2:y-'^'^"+ 1.2.3.2» • 

^ I n .• I o.(n — 2) ^. I n.(n — 2).(n — 4) ^ ,' 
3. «M€c»a= l+^.<»<*a+ 1.2.2» "' 1.2.3.2» — ^•">'^« + — 

A «.x.^«-l-+." * , ti.(n+2) 1 . n.(n+2).(n+4) 1 , 



Nn 
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XSL Allgemeine Ausdr&cke ftir die Funktionen der Summ« 

oder Differenz zweier Bogen. 

4 

-*, 
f 

1. jm(oE-f-j3) = sin a. cos p-^ cos a. sin ß^ 

2. sin(a^-^ß) =: sina.cosß — cos a. sin ß 

3. cos («,-4-13) = cos ot . cos ß — sin a . sin ß 

4. coA(a— -ß) =s cosa.cosß-^-sina.sinß ' 

5. tang(a+ß) — tanga + tanffß _ cotß^cota ^ i+tangß.cota 

i — tanga.tangß cota.cotß-^i cota — ta^igß 

fang a. cot ß-^^i 

"~ cotß — tanga 

6. tangla^ß) — ^^«~^^^^P ^ cotß — cota _ i^tang ß.co ta 

i+tanga.tangß cot a.cotß-^-l cota-^-iangß 
— . ^^^g « * cot ß — 1 
""^ cot ß -^^ang a ' 

7. roMa+3) -. g^^«'^^P— 1 _ 1— <tf>«g«.toiyp ^ «rfg — /aiiffj3 

^ oö/ß + co/a tiwga-\-tangß ~ i+cota .tangß 

cot ß — tang a 

8- cot{a^ß) = <xtf«>CO/p+l _ l>|-toiya./a7iy;3 cxtfa + ^g^/Tß 

co/ß — cota tanga — lang ß 1 — cota.tangß 

, , cotß-^-tangai 

tang a . co^ ß — 1 

o / I ov *«c öt . sec ß 1 

9. secla-i-ß) =- L, = 1^ 

X'--' tanga. tang ß cosa. cosß-^sina. sinß 
^_ coseca .*cosec ß ■ ^c a . ^ecß 
coseca, cosecß^T'Seca.secß 

10. j^tffa— ß) _^ seca.secß __ coseca .coscc ß .seca.secß 

1 -|- tanga. tangß o^^^c cc . cosec ß-^-seca. sec ß 
44 / I ^v cosec a . cosec ß 1 

^' ^ co^ß-f-co^a stna.cosß-\-sinß .cosa 

cosec a . co^gc ß . sec a . sec ß 

cosec ß . sec a -j- cosec a . sec ß 

12. cosec (a 3> s= ^^^^^ " cosec ß^ coseca ■ cosec ß .seca. secß 

cosec ß — cosec a "^ cosec ß . sec a — cosec « . sec ß 
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. XIIL Formeln, welche aus der Verbindung der Funktionen 

zweier Verschiedener Bogen entstehen. 

A) Summe ode^ Differenz der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform: F{u)-\'F{^ 

+ COS 5r-^ 

3 a— »fl 2 . / 1 / 

1. 9tl$ W -p JW p =i A 9W ^ .COS 5-^ = TT« • '^''' ("H" ^) 

^ ^ cx "4" p 

. cos—^ 

^ tt — p 

2. «/» a^^smß =r 2 ^n — rr-i- . co* — jr-^ = , ^ . sin («-f-3) 

a 2 . a-i-ß ' 

3. cosa^ COS p =2 cos — ^ . CO* — 5-^ 

» ' 

4. coj ß — cos a z=: ^sin — ^ . sm — — 

sin(ot — ß) 

6. tangok — tangß = ^ — — ^ 

® ^ cosa.cosß 

7. «>/a + ^<>*ß = -'— ^ — *^ ' 

* ■ *ii» u ,smß 

,^iiz(a — ß) 

8. 00^ ß — cot a = — : r-rr 

^ smcc.smß 

cosla — ß) 

* ^ ^ sma, cos p 

COSta-^-ß) 

10. cota — fang ß = -? — ^^ — «-^ 

^^ smoL.cosß 

2 CO* -Y"^'^* — 2"^ 



• \ 



11. ^««4-*«:? ^ cosa.coi? 



12. *ecjär— *»ca = 



. a— p . «+P 
2 *»n —5 — . «« — s — 

?Jn2 



13. cosec et -\- cosec ß 
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2 sm — h— • «>* - Q 



sin a.sinß 



14. cosec ß — cosec a .= .. 4 

sma.smß 

B) Differenz der Quadrate der Funktionen zweier Bogen. 

Grundform: F^{a) — F^(ß) 

1. dn^a^^sin^ß :sz sin{a'^ß).sin{a'\-ß) 

2. cos* ß — cos* a = sin (a— ß) . ä» (a-fi^) 

3. co^a-^sin^ß = co«(a — ß) .co,y(a4-ß) 

4. tang*a^iang*ß - ^'^(«-P)-^(«+P) 

sin*a.sin*ß 

6. co/*a-«,/»fl _.go^(«+P)-«>*(«-P) . 

sin^a.co^ß 

7. cot*ß^tang*a ^ ^H<^+ßhcos(a-ß) 

® cos*a.sin*ß 

cos^a.cos^ß 

eosec^a-^cosec^ß = — ^ . ^'^^ — . ,^ ■* ": 

sm*a.sm*ß 

C) Produkte nad Quotienten aus den Funktionen zweier Bogen. 
Grundformen: F{a),Fiß) oder jM und F{a).F'(ß) oder ^^ 

1. «»«.««^ = «,^(«-p)-«>^(«+p) ^^„,«±g_^^,«::::j ^ 

2 2 4 co^ a . eos ß '^ 

2. cosa.eosß ^ ^2£t::zB±^f^±B ^ cos*^ -^ sin* ^±^ =. 

3 2 2 
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3. sina.cosß ^ *in{a+ß)-^stn(a-p) 

4. «nß.cosa ^ s±t±B-fätlziL 

C(w(a-f-ß) — «>*(a-|-ß) 

sin {<*-\-ß) -\- sm (a — ß) cos{a — ß) — cos (a-fP) 

7. tanga.cotß — ^„(a_j_p)_^„(a_p) — cos a. cos ß 

8. te«grp.«>/« - sin («+|3) + *m (a-ß) 

a4-ß 1 « — ß a+ß I . ' a— ß 

cot—^-\-cot—^ iang-^-\-tang—^ 



9. 



juta 



2 '2 » 2 



10. 



a-f-ß 1 « — ß « — ß I .«-f-ß 

*w« '«"S^-i^+'^^-V cot-^-^cot^ 



11. 



12. 



CO-Sß ^ , a+ß . « — ß ^ I <»+ß « — ß 

"'*'^ l+teny^Jr./aBg-— 2"^ l + «>«-y:.«rt-2^ 

^a+ß . a—ß . ^a— ß , «+ß 
cosa ^ oot-:r.^tang-^ ^ cot-^ tang ^ 

cot—^ \-tang—^ cot—^ [-/ffng--^— 

a+ß ' ^ « — ß ^a — ß ^«+ß 

. „ • tang—~ — fang——- cot—~ — cot - ' - ■ 

41» ß ^2 ^2 2 2 



•cosa . ^ <»+ß . a.— ß .<»+ß ,« — ß t 

i—tang—^.tang—^ cot— ^. cot —^—i 



D) Summe und Differenz der Funktionen von der Summe oder 

Differenz zweier Bogen. 

Grundform: F (« + ?) ^ F (a — ß> 

1. ^m (a-|-ß) -j- ^ii (oe — ß) c= isina.cosß 
2r *i>*(a+p) — ^'i»(a — ß) z=z 2cosa .sinß^ 

3. -»^(a — ß)'^cos{a^ß) SS 2 cosa. cosß 

4. oo^^a— /3)^— cw(a-j-ß) :s:2sina.sinp 



k«^ 
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5' sia{a-\'ß)-\-eos(<* — ß) sst {^ a -^ co* a) . (nn ß ^ cos ß) ss 

= 1/(1 -f- «B» 2a) . (1 +«« 2/3) 
6. $m{a-^ß)--—cos{a-—ß) s= («US« — OM a) . («N» j3 — cosß) = 

-VIT 



7. UuigXo^-Jrß) + tew^ (a — ß) = 

9. cot (a+p) 4- cot (a—ß) = 

10. CO^ («+ß) — «># («— P) = 

11. itfc(a-f-ß)-|-5/?c(a— /5) SS 

1 3. cosec (a +^) + cOiSÄT (a — ßy = 

14. cojec(a-j-p) — cosec (oi — ß) = 



^w2a).(l — «?»2p) 

2oota. sec'^ß ^ tang a . c osed^ ß 

cot^a — tang^ß~ cot^ß — tang^a 
2tangß*cosec^a 2cptß.se(^a 

cot*a — tang^ß cot^ß — tang^a 

itangot^sec^ß icota.co^ec^ß 

tang* a -^ tang^ ß cot^ß — cot^a 

2 tang ß . see? a icotß.cosei^A 

tang^ß — tang^a col^a — cot^ß 

2 cosed^a . cosec* ß . sec a . sec ß 

cosed^ a . cosec^ ß — sec^a,sec*ß 

2 cosec a , cosec ß . sec^a. sec*ß 

cosec^a. cosec'^ß — set^a,sec^ß 

2 cosec a , cosec^ß . seö^ot . sec ß 
cosec'^ß •sec^U'^^cosec^a .sec^ß 
-^ 2 cosec^ a . cosec ß . sec a . sec^ß 

cosec^ß . *ec*a — cosiec^a . sec^ß 



£) Produkte and Quotienten der Funktionen von der Summe 

pdler Differenz zweier Bogen. 

Grundformen: F{a-^ß) . F(a—ß) und Cj'^j^fj 

4 • / I Ä\ • / «V * « 9 • * ' ^^ COS 2/3 — cos 2a 

1. sin (a-J-P) ^sin («— /3) = cos^ ß — cos* a = sm* a — sin- ß =; ^--^ — :^ 

=3 (*m a -|- Jii» ß) . (^in a — sinß) s=s (co^ß -j- coj a) . {cos ß — <o* a) 

ft • / I ia\ , N . ^. #w 2a 4- «» 2p 

2. sm (a+P) . 00* («-^P) = 5 — 

m M . 



3. *m(a— |i).oo#(oi-j-^ = 



sin^oL — siniß' 
2 



4. CO* (<x4"P) • ^* (^ — ^P) = cos*ß — srn^a = co^ot — sm*ß = ' sk 

'<•. =s {cosa-\'sinß).{co$a^-'smß) ^ (<xup-f-^<x)-(M*P--*^^) 



6- 



6. 



7. 
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äin (o-fP) _ tanga + tangß _ cpiß-^-cota _ 
sinla-^ß) ~ tanga — tar^ ß cotß — cota 

i^ttmgß. cot et t€mga.cotß-\'X 

"" 1 — /ö/ig'P. co/a fang OL. cot ß-^ i 
sin{a+ß) _ tanga + tamgß _ cotß-^cota _ 
fOj(a— ß) 1 -|- tcmga . tmg ß cot a . cot ß -j^ i 

1 -j- tang ß . cot a f flng- a.cotß-}-! 

cot a -j- tang ß cot ß -j- tang a 

coslpL-^-ß) 1 — tang g , tang ß cota. cotß — 1 ^^ 

cos (a— ß) Y^^^^lmgaTtmgß "" cot a . cot ß + 1 

cot oi'-^ tang ß CO/ ß — tang a 

cot a 4^ tang ß cot ß -|- tang a 

. • V ä ^y COS^ ß — COS^ a \ 

8. tang (a+p). tang (a-^ß) « ^^,p_^», 

9. tang {c-\-p). cot (cc^ß) = j^^-—^^ 

10., tong: («+?)• «»*(«+?) =1 

11. cot(fl+ß).cot{a^ß) ^ ^ß__cos^a, 

tangioL — ß) sin 2a — sin2ß 

tang («-H3) co^ß — cos^a 

cot (a— 13) cos^ß — cds^a 

cot («4-P) sin^ — stn2ß 

cotla—ß) "" *OT 2a + «» 23 

15. «n («+ß) . sin («— ß) + co* («+?) • cos («— ß) = 1 — 2 ««= ß — cos2ß 

16. «W («4-13) . CO* (a— /3) -- «m (a+ß) . ««(«—13) = co^» — */«»« = «0« 2« 

/. 
F) Produkte der Summe oder Differenz von den Sinus oder 

Cosinus iweier Bogen. 

Grundformen : {F («) H= F* (ß)) . {F' («) + F C^)) 

s. 

Cfpx 2i3 — cos 2a 



13. 



1. (jm if + */« .3) . {sin a — sin ß) = sin{a-^ß). sin (a — 3) = 

2. {sin a'\'Cosß). {cos ß — sin a) = co^ (a+p) . cos («— P) = 



COÄ 2^* — sin 2a 



- ♦► 
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3. {sm ß -{- cos a) . (co* a —' an ß) '=z cos{a-\-ß).cos.{<*-^) =: 



2 



4. {cosa-\-cotß).{c<uß—cosa)=s <m (a+P) . «m (a— <3) = *^^T"*^ 



6. {sin Ol + 5IW ß) . {cos ß — «>* a) 



2 



7. {sina, — sinß) . {cos a-^ cos ß) = 2«»(a— ß).coJ*^^^J^ 

8. {sina-^sinß).{cosß — cosa) = 2Äj(a4-ß) . «'»*-^-^ 



9. 
10. 



(f w a -|- cos ß) . (^m ß + cos a) 
{sin a -f- cos ß) . {sin ß — cos a) 



= (1 + sin (a+ß)) • ^* (^ — P) 
= (1 + ^/n (a— ß)) . cos («+ß) 



G) Quotienten der Summe oder Differenz der Funktionen 

zweier Bogen. 

r.^.^^f^ F{a) + F{ß) „^^ F{a) + F(ß) 

Grundformen: /^/ (^) ^ ^^, (^^^ ™d ^^^^^^^^ 

a + ß 



. Ä»a + ^»ß . a+ß _.« — ß 
sm a — *w ß *^ X 2 



cosß 
cosß 



. sina 

4. 

cosa 



flc+ß a — ß 



2, ^!£2±£^ = cot^ 

-'- "■ cos « 2 

-f- sin ß «-f"P cosfi — cosa 

-{-cosß ^2 sina-^ smß 

COSCk _^ OC + ß 



a— ß 
a+ß 



'«"»ff-ä- 



5m a — «w ß 

go.yß— C05 « _^ g— ß 

sm a -J- «» ß '^ ^I 

sin a — sin ß _ ^ «— ß 

cos a -f- cos ß .2 



S89 



9. 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



il. 



22. 



23. 



cos tt -f" CO* ß 

sin ot -j- sin ß 

sin a — sinß 
cos j3 — cos « 

sin a -|- sinß 
cos ß — cos/» 

■ cof g -f- cos ß- 
sin-a-^sin ß 



sin a -j- cos ß '_ 
sinß-\-cosci " 



SS cot 



2 



= CO/ 



= cot 



cot 



cos 



2 

a — ß 

2 

g — ß 
2 

a — ß 






smß'^cosa "^ 

/gyag' g -f- tong ß 
fang Ol — tangß 

cot ß '\' cot g 

cotß — cota 

cota ^^ tangß ^ 

cof g -j- ^^^g ? " 
tahg g -j- tang ß 

cot g + cot ß 
tang g — tang ß 

cot ß — cot g 
cot g - f- tang ß 
cot ß -|- tang g 
cot g — /ö'ig' ß 



OL — ß- . a — ß 
cos—^ *"*— 2~ 

. g+ß I «+ß 
«m — ~- -f" cos — ~ 



. g- 



oo^ 



g-j-p 



jm(g"4*-p) 
^«w(g— ß) 

£wjg-j-ß) 
~ «w (g— ß) 

_ go^(«+P) •-. i—tanga. tangß 
" cos (g— rp) ~ V^^flängaTta^^ 

sin a .sinß ^ .^_ _ 

= ^ = f öM- g . tang ß 

cos g . cos ß " ° 

sin a , sinß ^ ^ _ 

= -r ^ = tanga . tang ß 

cos a . cos ß ° ° 



z=z cota. tang ß 



cot a ■ cot p «->* 1 
cot g • co^ P + 1 



CO/ ß — /ö'igr g 
tang a-^ tangß 

cot g — /fiTTZg* ß 

tang g -{- /g//g^ ß 
cot g -i^ ü0/ ß 
cot g -{- co/ ß 



= CO/ g . tang ß 



s^ t€mg a . tang (a-^-'ß) ^ 

«'/»(g+ß) 
^ianga,tangß^^ ^^^^_^^ 



cot g — toiz^ ß 



zsz cotß . tang (a+P) 



o 



ZSfö 



24 



25« 



26. 



27. 



28. 



29. 



30. 



31* 



32. 



33. 



34. 



35. 



36. 



37. 



3& 



39. 



4a 



41. 



fang et — fang ß 
cota 4* tangß 

cot ß — cot a 



tiMng a . lang («— {^) 



cot a -{- /ang" p 

tang a -^ tOTtg ß 
cot ß — tang a 

tang g -^ /owg /3 



= cotß.tang{a — ß) 



cot ß -j- tang a 

cot ß 4" cot g 
CO/ p — tang g 

cof p — cot g 
CO/ p -f" ^^''^ * 

go^ g — t€mg ß 
tang g -|- tang ß 

cot a-^ - tang ß 
tanga — tangß 
cotß — tanga ^^ 



= tangß. tang (a-^-ß) 
=s tang ß. tang (a—ß) 



=z cot a .tang (a-^ß) 
= cot g . tang (g.^j3) 



= CO/ g .CO/ (a-}-p) 



= co/g»co/(g-**p) 



cot ß -f- CO/ g 
CO/ p -f" /gug* g 



=s^ /o/ig' g . cot (g+p) 



CO/ p — cot g 

co/'p — /gwy ^ 

tanga-^ tangß 

cot ß -f- tang g 



= /oii^ g • CO/ (g— p) 



=s co/p.co/(g-|-p) 



tang g — /oiig- p 
cota-^tangß 

cot ß + cot g 
CO/ g "{- tang ß 

cotß — cota 
i€mg a "f- tang ß 



=2 cotß. cot (a—ß) 



iemg ß , cot (a-^ß) 



cot g -(- /ö«ff P 
tanga-^^tangß 



ttutg ß . CO/ (g — p) 
tanga. sin (g-{-p) 




CO/ g — /a/^ p 

fang g — /g/tg* p 

cot ß — fang a 

cot ß-^ cota 

cotß-^tanga 



cos{a — p) 
t€ing g . sin {a — p) 

co^(g-4-P) 
— , tang p . sin (a — p) 



CO* (tf-j-P) 

cöt g . sin (g-|-p) 
CO* (g — jß) 
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cot a — fang ß ooj(a-[-p) 

43. f^fl±f^l=cot^.cot^ ' 
secu — secß 2 2 

.. seca-X-secß a-4-ß 

44. \ ^—r = cot ' . /onje- a . /a/suriS 

tY>^rr a -|- cosec ß V, ^ ^ 

45. ! ^= — cot^^-^ .tansa.iangß 

cosec a — ro^^r ß 2 ^ ^ 

cosec a — cosec ß ^2 2 

H) Produkte aus d«n Quotienten der Summen oder Differenzen 

der Sinus zweier Bogen. 

Grundform: fM§Ci . S^^$S| 

^ sJna-^sinß sina + sinß ^ ^ a+ß ^ a~ß 
sindx — sinß' cosa^cosß ^ 2 * 2 

^ sina-Arsin ß sin et ^ sin ß , «-|-ß .« — ß 

2. -; ■ — r-~. ,^ \^ = *ong —^— . cot^ —^-^ 

stna^^stnß cosß^^casa ^22 

sin a-^sinß cosa-^cosß ^ ,,^2^ — P 

eo**ß — cos^a ^2 2 

sin^a-^sin^ß _ , ct+ß #^,,«r*""P 

(^m a — sin ßY 

u. « _ <» — — 1 

co**P — co^'a 

1) Produkte und Quotienten derStiinme oder Differenz der Funktionen 

, Ton der Summe oder Differenz zw«ier Bogen. 

Gfundformoi: {/"(a-f-p) Ilf F(« — ß)] •[/*<«+?) ±^(«—ß)] 

i. [4m («4-1^ + «^ («— ^] • {«» (a+^ — <»> (a— i»)] SS im Sa . «m 9ß 
a. [w» (a+P) + *«» <«—?)] . t«»*<oi4-P) + *»* («— Ä] a= 2 «B 4a . co*»p 

Oo S 
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3. 
4. 
5. 
6. 

7. 

a 

10. 
11. 

13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 



[sin («+^) -j" ^ (^ — ß)] • 
[sin (a+P) "^ **'* («— ß)] • 
{sin (a+P) — ''^ (* — ß)] • 

{sin (a+ß) + C05 (a— ß)] . 
[cos (a+p) + CO* (a— ß)] . 
Ä^il» (a-j-ß) + ^ (a — ß) 



[cos\a^ß)^COs{a—ß)] = 
[co#(a— ß) — co*(a4.ß)] = 

[*il»(a — ß) — ca*(a+ß)] = 
[cof (a— ß) — COs{a^ß)] = 



2mi^a.Mn2/3 
2*m2|3.co*'oi 

isin2a.sm^? 

— co*2p.(l+«m2a) 

co*2a(14.«/i2p) 

*m2a..5i;i2ß 



^/i (a- 



ß) — sin (a — ß) 



=: tanga.cotß 



sin (oc-f'ß) — ^/a^ («r-ß) 



sin (a-f-ßj-j- ^w (a — ß) 
cos («"j*ß) 4* ^^^ (^ — ß) 



=s cot a . /anf j3 



cos (a — /3) — cos (a+ß) 
ro*(a — p) — cos («-|"ß) 



= cot a • CO/ p 



cos (a — p) -j- cos («+P) 
*m («4"ß) "h ^'^ (^ — ß) 



= tang Ol, • /a/ig' p 



cos (a+P) + cos (a — p) 
ro> (g+P) 4" sin (a — p) 



= tanga 



cos (a-T^ß) — cos (a+ß) 

sin (o6-f-ß) *— ^'» (« — ß) 

cos (a+ß) "f" ^^ (** — ß) 
sin (a+ß) — sin (a — p) 



z=z COtß 



Ä tangß 



SS co/a 



CO* (a — p) — cos («-{"ß) 

sin (o-|-p) -f* ^^^ ('^ — ß) ^^^ ß -f' ^^'^ ß 

CO* ß-^sinß 

sin a-^ cos a 

sin a*^ cos a 

*i?»2a 



*i/» (a — p)-j- CO* (a+P) 

sin («4"ß) 4" ^^"^ (°* — ß) 

sin (a— p) — cos (a+P) 

tongr («+P) + /<y^ (^— P) 

/a/3^ («+P) — tang (a — p) 
tang (g+ß) + ^g^y («— ß) 



cot (a+p) + CO/ (a— P) 

tang (a+ß) + ^^^ (^— ß) 
cot (a+p) — CO/ (a — p) 

CO/ (g+p) + cot (g — p) 



sin2ß 
= /flri^ (g+P) . tang (a— p) 



CO/ (g+p) — cot (g — p) 

*cc (g+P) + sec (g — p) 

sec (g+p>— *^c (g~p) 



*ir^ g . CO * g 
sin ß . CO* p 
sin2ot 
sm2ß 



• /cfifj' (ß+g) 'fang (ß^^a) 



= CO/ a.cotß 



2d£f 



''^ cosec (a+p) + co*ec («— ß) -»vi/ 

•«>*<!<: («+(3) — cosec {at — ß) 
cosec(afß) + cosec(a^ß)_ . _ 

- a>*«c (a+ß) — co^ec («— ß) * 



27. ■ 



jZR (a+ß) — ««i («— P) ' CO«(a+ß) +«>* («— P) 
<»B(«4-P) + «»(«-ß) sin(a+ß) + sini<x-ß) ^^ 

^ sm(a4-ß) — sin(a—ß) cosia—ß^ — cosia-^-ß) " 



29. 



sin{t 
sin{a 



<ß) H- si n («— P) ' co^(«+P) + co^(«— P) _ ■ 



90. 



,i;,(a_j-p)_-jfw («— P) ■ cos («— P) — CO* («+P) 
eo*»(a— p) — co«*(«+P) '^ffP 

'**• [«w(a+p) + «)*(«— P)P , * ^'^ 



32. 



sin (g+P) — ■»»' («— P) _ 1 
CO«* (« — P) — CO** (« + P) 



K) Quotienten von Sinus und Cosinus der Summ-e iweier. Bogfn, 

dividirt durch das Produkt derselben. 

r if ^(«+P) , - 



1. 



2. 



3. 



*»» («+P) _ tanga + tangß 
cos a . cos p 

sin(a+ß) ^coto^'^COtß 
sin OL . sm ß 



sin (a-*-^^) 



cos at, . co^ j3. 
4..— — i r^ = co^a 

cos OL , C05 ß 



tanga — tangß ^ 



cotß 



taug u . tang ß 



6. 



*7. 



sm a . sm ß 



SM ~ 



8. -. ^ r^ SS cot a. cot ß 4-1 

9- -^ — ^ — -^ =^ i4-tafutß.cota 

cos a . sm ß * ^ * 

.5m (a — J3) 

g. W(a — ß) 
1^- — .-— r =; ^Olt^ a . cot 3 — 1 

cosa.smß '3 ^^"i *^ 

I 

.^ cos (a+ß) 

sm a • cos ß ^ ^ 

**' "Zr^ — ^^ = POtß — tamta 
cos a . sm ß ^ ^ 

-- C05(a — ö) 

«n a ; cos ß ^ ^ ^ 

\a COSUX ß) 

L) Summe oder Differenz der Tangenten von der halben 

Summe oder Differenz zweier B<rgen. 

i. tang^^tang^ = -ll^l^ 

3. cat^+coe^ - 2*"« 

* 2 oo*p — CO,« 
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M) Produkte und Quotienten der Funktionen Ton der halben 

Summe oder Differenz zweier Bogen. 

Gnaidform: Fr-±^ M"^^ imd ^(^'^'(V) 

!• ^#1» ' '^ . ^w ^ := |(co^ß — coja) 

2. wi • ' .cos--— SB I {fm> a -|* An ß) 

3. Wf— 5-=-.«>*— ^ = |(i»/ia — ÄJ»ß) 

a+p ^ a — ß co^ß — cOBOk 

^2 2 «/*a — Sinß 

a — ß ^a+ß sin a^^ sin ß 

7- tang sr- . cot —ir^ SM ^. -7—;—^ 

^2 2 «»a-[-Ä/fß 

2 2 cos ß'-^ cos a 

. a+ß a— ß . a-f ß 

9- a4ß . a-ß = ^ ^;=:ß = ^^^-~^-2- 

cos—^-.sm—^-^ ^ö»^— 2 

sm — ^ . sin — j— toiig^ — ^— 

N) Ausdrücke für die Summe der Einheit und dem Produkte 

iweier Tangenten. 

Grundform: 1 ^ F(a) . F(ß) und 1 — F* (a) . F* (p) 
1. i -\- tang a . fang ß = '^^^''^^l 
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J. t-tanga.üzngß =: £2fMfL 

° ^ COS U. COS p 

Z. i + cota.cot^ = -T— i^ — T^ 
* sma.smß 

4. cota.cotß^i =3 — -i_P2 

' '^ sir^a.cosß tanga 

6. l^co««.te«ffP ^ sin(a-ß) Uu^a^tanfrß 

° sm a . cos ß tang a 

m A ^ ^ ^ •^ cos laA^ß) . cos loL — ß) 
^ ^ *^ cos^a.cos^ß 

Sin^a.sm^ß 



sin (a-j-p) . ^m (a — ß) 

.^/»* a . COS^ ß 



9. 1 — r /ö/ig^* ß . towg-« a = ,^^ ^ ^^% 



,n r. A sin {«+Ö) . sin (a — 3) 

10. tang^a.cofiß — i = ^—^ — . ;^ 

^ cos^ OL . sin^ ß 

O) Ausdrücke für die Summation der Bogen bei Tangenten 

und Cotangenien. 

Grundform : arc t€mg x ^ tifrc /aizg* j 
1. arc Umg X :=i \ arc tang -r—-^ \ 

1 1 —X* ' * 

% zsa ijarc cot — 5f — - 

* 2x . 

2x — « 

3. arc cotx == | arc temg ^ . 

x'— 1 

4. - = I arc CO/ — = — 

5. arc tang X ^ ,arc tang y = arctang-;^ — ^-^ 

X-rT 

6. arc fang x-^ arc ttmgy =: arc.tangj^—- " 



— 297 

xy— 1 

7. arc cot x -J- ärc cot j = arc cot -^^-p — 

x-f-y 

8. arc cot Ji*^ arc cot j = arc cot -^^^^^ 

^ y— X 



XIV. Werthe der Funktionen ftir einen aus drei Theilen 

zusammengesetzten Bogen. 



A) Funktionen für unbestimmte Werthe der drei Theile des Bogens. 

Grundform: jF(ot+ß+y) 

1. ^m (a-|-p-j-y) z= sma^cos^.cosy'\^sin^ .coso. ^co^-^siny ^cosoL.cos^ — 

sina^sinß^siny 

2. coj(a4"ß4*y) ==^ cosa.cos ß.cosy^cosa.sinß.sin'y — cosß.stna.siny-^ 

cosy .sina.sinß 

o\ \ r i j-f ^ — tanga.tangß — longa. tangy — tangß.tang y 

. . ^ * ^ I V cot a . cot ß . cot y — co/ a — cot ß ••— cof y 
^ ^ ~^~^^ coi a . £ro^ p + CO/ a . €»^ y -f CO/ p . co^ y — 1 

5. ^c(a-|-ß4-y) = 

iS^c a • sec ß . ^y^c y . cosec a . co^cc ß . Ä>5^c y 
cosec a . (cosec ß • co^^c y — secß . ^^cy) — ^cca . {cosecy . ^^cß — co^ecß . *€cy) 

. 6 C0^cc(a-j-ß-|-y) = 

sec a . sec ß . ^^c y . co.$i0c a . co^^r ß . co^ec y 
coseca . {cosecy, sec ß^ cosec ß . ^^cy) 4" ^^^« • {cosec ß. cosecy^ secß . wcy) 

B) Gleichungen- für den f**all, wenn die Summe der drei Bogen 

90® beträgt, oder a-f-ß-j-y = % 

1. - sin a . cosß . co^y-j— »'^ß -^co^a . co^y-f-^wy- cosa . co^ß — «»« . sinß . wi y = 1 

2. /iw:^a-|-/aiig'ß-|-/ai^y = tang a ^tang ß .tang y -^^ sec a . sec ß . sec y 

3. CO/ a -f- CO/ ß -f- CO/ y = cot a . co/ ß , cot y 

4. /tfiigfa./07ig'ß-|-/<np^a./a/if y-f-i^^ß./ong'y = 1 

I. Po 
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C) Gleichungen fär den Fall, wenn die Summe der drei Bogen 

180^ beträgt, oder a + ß + y = « 



1. cosa.cosß . cosy — cosa. sinß . stny — cosß . sina . siny — cosy • sina . sinß := 

2. tanga-^-tang ß-^tcmgy 1=: tanga.tangß .tangy 

3. cota^cot ß'^'COty = cota.cotß .coty-^coseca.cosevß.c^secy 

4. cot a .cot ß^cota.cotß-^cotß.coty :=: 1 

5. tang^.tang^+tang^.tang^-^-tang^.tang^ = 1 

V 

(x , ß , v et 3 y 

6. ^t^'\'COt^'^COt^=. cot^.cot^.cot^ 



XV. Summenformeln für Reihen von Funkt ionen, deren Bogen 
nach einem bestimmten Gesetze fortschreiten. 



A) Summenformeln für die Funktionen von Bogen, die in einer 

arithmetischen Progression fortschreiten. 

a) Allgemeine Formeln. 

/ ^ aa) Reihe der Simts. 

FUr eine Reihe von folgender Gestalt: 

sin a -f" sin (oc-f-<p) -f- sin (a-[-2<p) -f- sin (ar|-3q)) ....-+- sin («-f-nq») 
ist die Summe sSmmtlicher Glieder ausgedrückt durch': 



cos 
1. .9= - 



2«» 5: 



oder: 



stn 
2. 5' = 



'«(^.«p).-»«(« + ^) 



*»2 
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Wird die Anxalil der Glieder imendlicfa grofs, so entsteht die Summe: 



Z. S=^ 



2-1 



Wenn 9 ein aliquoter Theil des Kreisumfanges ist, so bleibt die Reibe iin- 
bestimmt 

Für die einzelnen Glieder der Reihe ergeben sieb folgende Werthe: 
sin a =s sin a ' ^ 

sin (a-f-9) = 2 cos 9 . sin 9 '— sin (a— 9) 
sin (tt-}~ 29) s= 2 cos 9 • sin (a-{- 9) -— sin a 
sin (a+39) = 2 cos 9 . sin (a-|-29) — sin (a-j-9) 
Jw(a-|-49) =s 2 cos <p . sin {(x-^Sqf) — Ä?ii(a-|-29) u. s. w. 

und allgemein: * 
iSiii(c»-f-i^^) ^ 2«>^9. JW»(a-f-(n — 1)9) — 5W (a-|-(n-i^2)9) 

oder auch: 
fiTi («4-n9) = 2 ^'/s 9 . CO* («+(« — 1)9) + «'» (of+in— 2)9) 

bb) Reihe der Cosinus. 

Für eine Reihe von folgender Gestalt: 

cos a -|- cos (ot+9) -j- «w (a-f-29) -f- coj (<?-}- 89) . ... -|- cos («-f-n9) 
ist die Summe ausgedrückt durch: 



a • 9 



oder: 
sm 



i. S = 



^^(^'^)-^^(^ + y) 



• 9 



Wird die Reihe unendlich, so entsteht: 



3. a s= — ^ — ^ — s j 1 

2^iii|9 



Pp 2 
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^ie einzelnen Glieder der Reihe erhalten folgende Werther 
eos <x SS cos a 

cos (a+9) = 2 cos 9 • cos a — cos (a — q>) 

cos (a+29) = 2 cos 9 . cos (a-|-9) — cos a 

«>^(a-j-39) s=s 2^^9.<?o^(a4-29)«-«co^(a-j-9) 

co^ C«+'*9) = 2 co^ 9 . cos (a-l-39) — cos («+29) u. 5. w. 

und allgemein: 
co^(a-f-n9) = 2«>^9.co^(a-|-(a— 1)9) — cos(a-\-{a — 2)9) 

trder auch: 

cos (a+n9) = cos (a-j.(n— 2)9) — • 2 ä» 9 . sin (a+(n— 2)9) 

« 

b) Sununenformeln für besondere, aus arithmetiscben Fortschreitungen 

entstehende Reihen von Bogen. 

1. s{na^sin2a + sin3a + -{- ^f^rn-r — ^^^^"+^^"'^^^"^ 

, sin^la 

Wird diese Reihe eine ohne Ende fortlaufende, so ist: 
sinä^sin2a^sin3a'^ c= ^cot^a 

2. sma^sm2a^sin3d^ y .,>„- ~ ^in^{n+i)a.cos^wc 

cos^a 

Wird diese Reihe eine unendlich fortgesetzte, so ist: 
^in a— •^m2a'^^';» 3oe — = t'^^'^-a * 

3. cosa + cos2a + cos3a^ ^^.^^ — sinjna.cos^in-^i)^ 

Sin^a, 
Wird diese Reihe unendlich fortgesetzt, so ist: 
eöJa-|-co^ 2a^rOiS3a-j-' = — ^ 

L cosa^cos^aJi^cosZa^ J ^.^^ - COS ^j {n^i) a ^cos ^ na 

Wird diese Reihe unendlidi fortgesetzt, so ist: 
cos a '^ cos %x -^^ cos Za — = |- 

5. «»a + ^3a + «n5a-f-«n7a + ^m na :>:, ^'^^(» + 1) « 

sin tt 

Wird diese Reihe unendlich, so ist: 

im a -|- ^m 3a -{- 11» 5a -|- = ^cosec a. und 

«» a — «/j 3^ -}- «» 5a — = 

6. cos<x^cosZa^cosb<x-\^cosla 4-fo^Ra = ^^i"7^ ^^ " 



cos\a 



\ 

/ 
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Wird diese Reihe nnendlidi, so ist: 

cos a ^ cos 3a -\' cos 5a ^ = und 

cos a -^ cos ^'l' cos 5a — = ^seca 

ßr ' a i ' A t ' i: i I- «/i |(n 4- 2) a . jfi» 4 na 

7. sinza'4rsmia + sinoa + + smna = 2_i — * . ^ ■ 

' * * * sina 

o o I i I r I I sin \ na. cos ^(n-\-2)a 

8. co^2a + aw4a4-öo#6a + + co^na = 2 — ; — i.^ — « — l^ 

9. «m a-}-2^m2a-]-3 5i/»3a-]- -^^ n . sinna :ss 

jw na — n. sinja , cos (n-f--^)« 

isin^^a 
10» cos a-^^i cos ^a'j^ 3 cos 3a^ -^n.cosna sss 

n.sin^ a\ sin (n-^* ?) ^ — ^^^^ \ ^^ 

~ isin^^a ^ 

11. sin a • fw ß -f- ^/i 2a • sin 2p 4* ^'^ ^^ * ^^'^ ^P ~h 4* ^^^ ^^ * ^''^ '^P ^== 

iiVi I n , (g — ß) , coj| (n"}-l) . (a — p) jw | n . (a-f-p) > cq5 Kn-j- !)■(«+ P) 

"^ 2^w|(a— .p) - 2«wJ'(a+p) 

12. cos a . cos ß -}* cos2a . cos^-}- cos 3a . cos 3ß -j;- -]- cos na . cos nß c= 

_ ^w>|n.(a— p).go^|(n+l).(a— p) . 5m|n . (a+p) .coj Hn+1)>(<^+P) 
~ 2\y/»|(a— p) "^ 2^//^|(a-j-p) 

13. *«>»a,.co^p + Ä'»2a.co^2p4- + «nna.co^np = 

_ sin^{n-\'i).{a^ß).sin^n.(a-\-ß) . sin^jn-^l) .(a—ß).sin^n.(a'^ß) 
~ 2«ii|(a— p> ^ 2jm J(ä— p) 

B)l Summepformeln für die Potenzen von Bogen, die in 

arithmetischer Frogressfon stehen. 

a) Allgemeine Ausdrücke. 

aa) Reihe der Sinns. 

Für die Summe einer Reihe von folgender Gestalt: 

sin^ a -^sin^ («+9) 4- sin™ («+29) . • »^ . . -^ sin^ (a -|- nq») 
ergiebt sich folgende Formeln 
■ sin -^ nf. (n^i)(p, sin m.^oL-^lufp} 

A — cfc— — 4 — ; — 1 - —— 



m.jm|(m — 2). (n"f-l)9"y<Vi( m — ^) ■(«+•^"9) 1 



•' 



\ 
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, . m . (m — 1) ■ jm I (m. — 4) ■ (11+ 1) 9 ■ sin (mr^A) • («-f-j "SP) 
"'" 2"* 5w» Km— 4)9 

m . (m— " 1) . (m— 2) , sin j- (m — 6) . (n-Hl) 9 > ^ (m— 6) « (a-|"i'^) 



3.2«Ä»l(n— 6)9 "^ 



Der ganze Ausdruck ist positiv oder negativ, |e nachdem m «ine ungerade oder 
gerade Zahl ist. 

bb) Reihe der Cosinus. 

Für die Summe einer Reihe von folgender Gestalt: 

"^ €»^" a -f- co^ (a+9) + 00^ («+.29) -f- C9J"(a4"ö9) 

efgiebt sich: 

^ w^|m.<(n"f-l)9'go^in.(a4"l"y) r 

2"*-**m|m9 * 

s m.sin\ (m'^2) > (n-f-l) 9 - cos (m — 2) > (o-Hn9) , 
•"' ' ' 2«-**;/i|(m— 2)9 ^^ ^ 

• , m.(m— l).^|(m — 4)*(n-f-l)9>co5(m^— 4)>(<x-4'"l'>9) i 
* 2^sin^(m — 4)9 ' ^ * 

I m.(m — l).(n|-r2)>.jm|(m — 6).(n-\'i)ip.cos{m — 6),(«-f-|^n9) , 

"^ 3.2«Ä«|(m— 6)9 "^ 

|>) Simunenformeln für besondere aus den Potenzen' der Funktionen 

zusammengesetzte Reihen. 

. •_- I • «A I • •« I 1 • • « sintka.cosln^l) a 

2 . eols* a + cos^ 2ot + co^ • 3a + • . . . + cos^ na =s | n H ^' , ^""t" '^ 

3. *m*.co^a-|-wV2a.eo^2a+«f»'2a.co^3a-j- -^^ sin* na, cos ot =±1 

^m |- na . cos (n-}- 1) a ^m f na . co^ | (n-|- 1) a 

*"" Asinj[ot ^ 4*wf a 

4. ^ina.co^*a-j-jm2a.«>5*2a-j-^m3a.«)j«3a-|'./..-|-w»na.cox*na ss 
JW'|-(n*}-;l)a. jwl^na | .»w|^(n-|*l)« » ^wfna 

"^ Asin^a ~ 4^m|'a 

5. sin'^ a . co** a + ^m* 2a . cos^ 2a + sin* 3a . cos* 3« -j- . .,,sin* na . cos* na =: 
n sin 2 na * cp^ 2 (n -f* 1) a 

~ 8 8^m2a 
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' ' » , » 4^111'^ na 

sin ^ (n-^i) a . sin^ na 
isin\a 

^ ^ ! -Äft I ^o I y ^ 3^w|iia.roj<(n+l)a ., 

* * 4^m^na * 

, sin\iiCL.cos\{ji-\'\)cL 
* 4 sin I a 

8. sin? Ol. . cos cf.-^- siv?%f. . cos%A . -^^ sin^ 3a.coÄ3a-{" •••• + w**na.ro^na ^ 

^m (n-f- 1) a . sin n« ^'w 2 (n-j- 1) a . ^w 2 na 
4 w* a 8 sin 2a 

9. Äwa.cö^a-j-^m2a. «>^2a-^ j?/»3a.coj'3a-j-,...--|-«nna . co^^n« = 

Ä» 2 (n-f- 1) a . «/^ 2 na ^^ sin \ (n-j- 1) a . «w i^ na 
sm2u sm \ a 

tO. sif^ a . cos^ <x -\' sin^ 2a. ro^ 2a -}- «V 3a . cos* 3a -|- .... -}-*•/»* na . co^na = 

3 sin (n-f- 1) a . sin na ^iV/ 3 (n-|-l) a. .9//;r3 na 

32 sin a 32 sin 3a 

44 .' , . .c% I •4'>i I -4 ^m2na.co^2 (n4-l)a 

11. ^/i*a-|-^w*2a-|-^m*3a-|-....-}-^m*na = q. - c% — ^ — 

o Sin Zott 

sin na . cos (n-)- 1) a , 3n 
2 sin a "^ 8 

12. co^*a + co^2a-j-CO^-3a-|-....+^'^^" = ' « ^ h 



8 ^m 2a 



. sinmjJ.cosi^-^-Vja , 3n 
"T isinu "^ 8 



XVL Reihen flLir die Bogen und die trigonometrischen Funktionen, 

und für die Logarithmen dieser Funktionen. 



A) Reihen für Kireisbogcn, dargestellt diircb dfie zu diesen Bogen 

gehörigen trigonometrischen Funktionen. 

. . , sin^a, , 1.3.^/n^a , 1.3.5. «Va , 1.3.5.7. .vm*a , 

i. arc<x = *w« + t:o + T2Xr-^ 1.2.4.6.7 + 1.2.4.().8.9 + 
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— ^ — i ' 273 ' 2Xr 2.4-6.7 •"••" 

3. arc<Ä = fang a-^ \ . tan^ a-{- \ ^tang^ a'^ \ , tang^ et -\- \ . tan^ a — .... 

cotoi Zcoi^a^^ bcot^a 1 cot" a^^ 9 cot^ a llco^"«^*"* 

. _* fJ: 1 , 3 , 3.5 > \ 

ö, arra — 2""Wa"'"2.3.^ec»a"T"2.4.5.^^c*a"*'2.4.6.7.*^c^a"^'^-7'* 

seca — 1 I sec^a — 1 , 3.(^gc^a — 1) . 3.5.(^gc^a — 1) . 

seca ' 2.3.^c'a ' 2.4.5..^^c*a •" 2.4. 6. 7. ^^c'a i *••• 

^- 1 I ^- I 3 [ 3.5^ . 

«rc« — ^j^^a» 2.3. coj^c^a' 2.4.5. co^^c*«"'" 2. 4.6.7. co^^r^a "■*''' 

Zusatz. Durdi cBe Siaus der vielfachen Bogen, entsteht folgender merk- 
'würdiger Aufdruck für den Bogen: 

^^arca SS {-.«»Ä — -J- . Jiw2a-|-i •**» 3a — -| . Sii»4a-f-.... 
(Sieh« lacrotK Cttlc. differ, pr75,) 

B) Ausdrücke für die trigonometrischen Funktionen. 

a) Durch Reihen der dazu gehörigen Kreisbogen. 

, ■ Ä* , a* d' . a* \ 

1. «n« « «-ro+i.2.3.4.6~"i:7:r7+r:z3" 



..... 



6 ^ 120 5040 ^ 362880 39916100 ^ 



2. £0«« — 1 — 7-ö"rr"5~ö~Z — 4 o -» ^ ft <;4" 



1.2 ' 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6^1 8 ' 

11 1 11' 

2 ^24 720 ^40320 3628800 ^ 



"^479001600**" 



t , i.«^!.^'»*, 17 a' , 62 a» , 1382 a" , 

, 21844 a" , 929569 a" . __ 

''■3.S».7.9M1.13"^"3».5*.7».9,11.13.15"f" "~ 
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**i^i T^-ift** iiifi.'* rroftQj;** i^4r.roor** i 



15 



4. cota 



1 

a 



a 
3 






315 

2 a* 



2835 



a' 



155925 
2ä* 



1382 a** 



4 a' 



M 



STöT? 3».5».7 3».5.7.9.11 3*.5«.7».9.11.13 

3617 a" 



3*5».7.9.11.13 3«.6».7».9M1.13.15.17 






45 



945 



a 



4725 . 31185 



•••••• 



. R 4 _i_ 1 1 _L 5 «I- 61 . , 1385 , , 

5. seca = l+^g «' + 1X0** + 1.2.3.4.5.6 ^ + 1.^.3.4.5.6.7^ " + 

50511 



+ 



1.2 



10 



a«»-}-. =5 



= l+5-«*+ÖT'»*+i7Ön«*+57iÄT«' + 



24 



720 



6. «>^^<^«= ^-FnO"+3XO"' + 3.4.y.6«.7 "* + 



+ 



127 



2.3.4.5».6».7.8.9 



t'4- s= 



= - + fi«+5ZÄ<** + 



31 



S«' + 



6 ' 360" ' 15120 

Zu« atz. Das Gesetz, nach welchem die Koeffizienten in den Reihen liir die 
Tajigente, CotemgentCj Secante and Cotecante fortschreiten, kanb aus den anj^e- 
benen Gliedern nidit unmittelbar erkannt werden. Um die Art, wie diese Koeffi- 
zienten von einander abhängen, deutlidi ^u machen, denke man sich die 6 Reihen 
unter folgender allgemeinen Gestalt: 

1. sin a sa a — bo* -f- ca* — da^ + ea» — fa" -}-.... 

2. cosa =s 1 — ßa*-j-ya* — «a»-f-«a« — ^a»o-j-'"- 

3. <ai^« = a + Ba» + Ca» + Da^+Ea» + Fa»»-}- 

4. eo*a SIS - + 9'a+C'a» + D'a» + E'a*+F'a» + .... 

5. seca =s l+Hiia«4-C"a« + D«a«4-E"a« + F«a>'»-f .... 

6. cosec a =j - + B«'a -^ C'"a» -f- D'"a« + E«'a» + F'«a» •+;.... 

So finden folgende Gleichungen lilr die Koeffizienten der Reihen 3—6 statt, in wel- 
chen diese Koeffizienten durch die aus den Reihen für iXnus und Cosinus bekannten, 
leicht gefunden werden. 

I. ^ Qq 
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KoefBsienten filr die Reihe der Tangente, 

1. B =p — b 

2. C =— y + c + pB 

3. D = «— -d + ßC — yB 

4. E Ä—e + e + pD — yC + «B 

5. F = ^-.f+pE — yD-fdC — «B 

6. G = — *i + s + pF — yE + «D — «C + ^B 

7. H Ä > — h + pG — yF + «E — «D-j-^ — tiB u. s^w. 

Koeffizienten lur die Reihe der Cotangente. 

1. B' =b — 13 

2. C = — c + y + bB I 

3. D' = d — « + bC — cB 

4. E' s-^e + e + bD — cC + dB 

5. F' =^ f— ^-fbE — cD + dC — eB 

6. G' = — g + 11-f-bF — cE -f dD — eC -f- fB u. s. w. 

Koeffizienten für diie Reihe der Secante. 

1. Bi^ = /3 

2. O/ =: pBW — y 

3. D'' = ßC — yB" + « 

5. F'^ = pE''— yD''-i-«C"--cB« + ^ ü. 8. '«ir. ' 

Koeffizienten für die Reihe der Cosecante. 

i. B^« => 

2- O'' =bBw' — c 

3. D'^' = hp't — cB''* + d 

4. E'" = bEN'' — cC'' 4- ^^^ — « 

5. F'^' = bEw' — dO"' + ^C«' — eB'w + f u. s. w. 

Das Gesetz für die Bildung der Koeffizientoi ist hier durch die Art, wie die ein- 
zelnen Faktoren in jeder Verticaicolumne fortsdireiten, deutlich zu ericennen. 
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b) Hül&tafeln zur Berechnung der trigonomelriachen Funktionen aus ihren Reihen. 

Bei Berechnung einer trigonometrischen Funktion, durch die angeführten Rei- 
hen» bedien^ man sich folgender HüUsausdrucke« Es wird hierbei angenommen, 

dafs a SB= — .90^ oderdafs a =r — . g- 
n n 2 

Hiemach wird sina :=z sin(— .^ J = 

+51 , 1;5707963267948966192313216916 
* n 

— ^5 . 0,6459640975062462536557565636 
J-ÜL .0,0796926262461670451205055488 

— 51^.0,0046817541353186881006854632 
J-^ . 0,0001604411847873598218726605 

— ~ . 0,0000035988432352120853404580 
n" 

+ ^ . 0,0000000569217292196792681 171 

m" 



— =^ . 0,0000000006688035109811467224 

4-^ . 0,0000000000060669357311061950 

— ^ . 0,0000000000000437706546731370 
n'* 

+ ^ . 0,0000000000000002571422892856 
— ^ . 0,0000000000000000012538995403 
-f ^ . 0,0000000000000000000051564550 



m*' 






. 0,0000000000000000000000181239 



+ ^ . 0,0000000000000000000000000549 



Qq2 
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COSpL 



/m «\ 



+ l,(KK)000000000000000000000000O 
— — . 1,2337005501361698273543113745 

0,2536695079010480136365633659 
—^ .0,02086348076335^608730516364 

0,0009192602748394265802417158 
— ^ . 0,0000252020423730606054810526 



0,0000004710874778818171503665 



— ^ . 0,0000000063866030837918522408 



0,000000000065659631149794723a 



— ^ . 0,0000000000005294400200734620 
0,0000000000000034377391790981 

— ~ . 0,0000000000000000183599165212 
0,0000000000000000000820675327 

•i 

— ^ . 0^0000000000000000000003115285 
0,0000000000000000000000010165 



m» 


""7?* 


4-15! 


m« 


~n* • 


.mV 


m" 


■"n«»' 




m'« 


— n'»* 


, m" 


1 nW 


m" 


»«•• 




m»* 


— n»«* 


-1- „.« • 


m«» 


n»«- 





m 



so 



— -5a ^ O/OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOW^ 
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j ^°" . 0^6366197723675 

- ' nn — mm 

4-- .0,2975567820597 
+ 5? . 0,0186886502773 
.f. ü^. 0^18424752034 



rf =V • 0^0001975800714 



m' 



4* =V • 0,0000216977245 



m 



ti 



4- ^ . 0^000002401 1370 



It 



4- ^ . 0,0000002664132 
4- ?^?H),0000000295864 



m 



t? 



i4. ^ . 0/0000000032867 



m 



1» 



4- ^ . OKK)00000003651 



m 



«1- 



4- ^. 0,0000000000405 



C(tf« = «)*(^.|) = 



4-- .0,6366197723675 
m 



'4nn — mm 



. 0,3183098861837 



m 



— -^ ,0,2052888894145 
n 



m 



» 



— ^ . 0/K)65510747882 



m* 



— ^ .0,0003450292554 



m' 



— ^ .0,0000202791060 



_ 
m 



. 0^)000012366527 



11 



— ^. 0,0000000764959 

— ^. 0,0000000047597 

- B 

— ^•0^0000000002969 



m 



i? 



— ^.0,0000000000185 



m 



it 



— ^•0,0000000000011 



c) Ansdrucke f iir die trigonomeirZscEen Fonktionen durch Fakforen dargestelk^ 

Nimmt man, wie achon früher geschehen, statt des Bogens selbst, sd» Ver- 

baHnifs zum Quadranten, welches durch —.^ vorgestellt sein mag, so ist: 

n « 

. . m je va * f. ra»\ /. m* V f. m* X 

*• ""«-2"- n'2r~WA*'"l6S2/'r""36i?r"' ^ 
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2. cos 



^ n 2 \ii — m/xn-f-ra/ ^3u — m/ \3n + »«/ v5n — m/ 

/ 6n — m \ 
' \5n 4- W * ' " 

m « / n — m \ / n-^-wi X / 3n — m \ / 3n -f- m N /5n~J»' 



m « 
n 2 



\ m y \2n — m/ \2n + in/ \4n — m/ \4n-}-m/ 

\n — m) ' \n + nv/ * \3ii — m/ ' \3n -|- ni/ ' \än — • m/ " ' 

m 3t n Z ' n ^ / 3n > ^ ^ 3n ^ ^ 5n \ 

6. «>^^^n-2 ~mUa — my'\2n + m;A4n — W-Un + iJ-'- 

d) Ausdrücke för die trigonometriscben Funlctimien durdi Reihen der 

anderen Funktionen. ^ 

aa) Reihen für den Sinus. 

. . 4 * 1 1 ^ 1.3 

1. Ärta = 1— 5-.cotf*a — o~4'^^* — 2 4 ^ .co^*« — .... 

1 13 13 5 

^ jl^«i^'3^ 1.3.5^, 

_^_1 _1 1 1 1.3 _1 

. i'sec*oi 2.i' sec^a 2.4.6'^^c^a 

bb) Reihen fiir den Cosinus» 

m 

1 . 1 . 1.3 . 

5. COSa =s 1 — -?r . im*« — 7p-r . w>*a — jr-^— ^.5W*a — .... 

2 2.4 ^.4.D 

4 1 . . I 1-3 ^ - 1.3.5 ^ . , 
6. = l— 2 -^^^ '* + 274^ ^^'*~2X6^ "^ +'••' 

,11 11 1.3 1 

8. = 1— S-. 



2 'croi^a i.A' cosec^a 2A.6' eose^a 



— 311 — - 

cc) Reihen fiur die Tangente. 
9. longa s= sma^^^. sm'a^—^.smrct'-f'^-'j^nSm^a'j^.... 

cMa ^ 2 2.4 3.4.0 / • 

n —All 11 13 1 \ 

12. = ^ Yl I ^ ^ I ^'^ ^ I „„"l 

coseca \ '^2 co3«c*a^^2.4 cosed^a*^***/ 

dd) Reihen fiir die Cotangente^ 

4^ * 1 ^4 1 • 2 1-4 1.3 .\ \ 

^<i»a \ 2 2.4 2.4.6 / 



14. 



cos Ol 4- S" • ^^ Ö6 4- 5^ . CO^ a + ckWz • «>*^ « + 

' 2 ' 2.4 ' 2.4.6 ' 



,. - 1 Aj.1 ^ a-U J[ uhhl 1 o. ^ 

*^- ~;^A ^2'i^S^2.4'^^£r*a"^"2.4.6",S?;i"T---; 

^ 1 1 1 1 ^ 

ee) Reihen für die Secante. 

1 1 13 

18. =? l + j.*aiig»a — ^.««^a+^-j-^.fauf«« — .... 



19. 

— - . 1 1 , 1.3 1 . 1.3.5 1 . 

20. — ^ + 2aW€C»a'^"2.4'coj«c*a"*"2.4.6'aw«r«a"^'* 

flF) Reihen fiir die Cosecante. 

21. ctweca s= 1 + 2 •^**« + 5^-^^^ + 5T^*^^ 



23 
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1.1 .. . 1.3 



. cosec a z=: i -\- ^ . cot* a — y-^ .cof*«-f" ö ' a / »<»<*«» — 



• • • • 



24 = 1+1. JL4.Ll3._1_4-1:3^._1_4..... 

Anmerkung. \^«itere FonneLi dieier Art giebt eine Abhandlung toa Jeaurai (Manoires prt- 
sentes ä> V ctcad. des Sc. de Pewii 7*. IV. ptt^* 5^— > 31), ao wie auidi Schweins Geonietri« 
«weiter Theü IW — 319. 

C) Reihen für die Sinus und Cosinus der Summe oder Differenz 
zweier Bogen, durch die Bogen und Funktionen der einzelnen 

Winkel dargestellt 

. . , ^. . , ß.cosa ß^.sina ß^.cosa , S^.sina , , , 

^ . . ,,. . p.cosa ß*.sina , ß^.cosa . ß^.sina , , 

2. ,m(«-p) = *«,. j ___j____ + y__^ + + .... 

. , ^^ ß.sina ß^.cosa , ^.sind , ß^.cosa , , 

3. ««(«+«««>»« j ^^-^4.___4.__^ _|.+.... 

. \,. , ß.sina ß^.cosa ß^.sina , p*.co^a., , , 

O) Ausdrücke für die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. 

a) Durch Reihen dargestellt 



to 



691a»» . 2«»< 



'*'3».5*.7.9.1l"^3'.5».6.7''.9M1.13"'"3».5*.7*.9*.11.13 + 

I - 3617 a» , \ 

^ 3«. 5». 7«.9*:il . 13 . 15 . 16 . 17 ^ " • 7 

■ 691a'* ■ 10922 a'« 929569 a*« \ 
''" 5». 6 ; 7 . 9». 1 1 "*■ 3.5*.7«.9M1.13 "'" 3.5».7».9M 1.13.16.16 + "") 
>> f ^ I . M /a« , 7a* , 62a« . 127a«' J 146a«« , 

, 1414477a'« . 32764a*« , 16931177a'« \ 
"^3«.5».7».9M1.13 *+■ 3».5».7».9*.11.13 "*' 2i*.5».7.9*.l 1.1346.17 "T" "V 
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Anmerkung. M = 0/434^44819032518376511289189 .... iat der Modul der gemeinen Logarithmen; 
bleibt dieser aus ^den Fonneln weg» so erhält man die hyperbolischen Logarithmen der Funktionen. 

b) Ausdrücke für Logarithmen der trigonometrischen Fmiktionen, hergeleitet aus 
den Faktoren für die Werthe der Funktionen selbst, (siehe B. C.) 

1. hg sin --.^ = logm'\'hg{2n'^m)-\'log{2n'^m)-^dlogn'}'hgiC'^logy'^ 

m» / 1\ m* / 1\ mW 1\ 

2. log cos —.^ = log (n— -m) + log (n+m) — 2 /log- n — 

n Jt 

-.^.(A-l)-.g.(B-l)-|l.(C-l)-...; 

Die Werthe für a, ßj y^ $...., in dem Logarithmus iur den Simts^ werden 
durch folgende Reihen dargestellt : 

1111 1111- 

Die Werthe für die Gröfsen A, B, C, D . . • • , in dem Logarithmus des Co- 
sinus , werden durch folgende Reihen dargestellt: 

c) Hülfstaieln für den Gebrauch dieser Reihen. 
In folgenden Tafeln sind sämmtliche constante Grofsen der beiden Ausdrücke 

_ » _ 

iur die Logarithmen dtr Sinus und Cosinus, so zusammengestellt, wie sie in den 

Grundformeln als Faktoren einer und derselben Potenz von — vorkommen. Man 

n 

m 
hat also, um für einen bestimmten Werth von — , den Logarithmus des entsprechen- 
den Sinus oder Cosinus zu findÄi, nur nöthig, den Werlh von — -, in der angedeu- 
teten Potenz, als Paktor einzuführen. Die beiden ersten Tafeln geben diese con- 
stanten Faktoren des Sinus und Cosinus für die hyperbolischen Logarithmen (log. 
nat.J, und die beiden letzten Tafeln jgeben diese Faktoren für die Briggischen Loga- 
rithmen (log. vulg.J. 

X. R r 
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äa) Hfilfistafel zur Auffindung des hyperbolischen Logavithmus von dem JXnus 

des Bogens —.3* 

n a 

log. nat. sin --.^ sss tog m -f~ ^ (2n— m) -}- iog (2n-{-in) — 3 log n 
, n J 

— 0,93471165583043575410 , 

— ^.0,16123351671205660911 

~ ^ . 0A)02ä7260l05347306848 

— ^ .0,00009033844783567260 

— 2j . 0/)0000398179316205501 



— ^ . 0^00000019425295465196 
» ^ .0^00000001001328748812 
— ^ . 0/)0000000053404135618 
— ^ . 0,00000000002914869658 

— -^ . 0,00000000000161797979 
— ^ . 0,00000000000009097690 

— 5j . 0,00000000000000516827 
— '^ . 0,00000000000000029607 
•z — jr . 0,00000000000000001708 

' —^=-. 0^)0000000000000000099 
W • 0,00000000000000000005 
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bb) H&lfstafel zap;AuffiBdaiig de* hypeibtfliscJten Logtrithma« von dem Gmnus 

des Bogens — • ^ 

m n 



log.nat cos--^^ ss log (fk'^m) ^ log (nr\-w) ^^ 2 hg n 



§ 



I 



— ^ . 0,33370055013616982735 

— ^ .0,00733901580209602727 

m* 

— ^ .0,00048235888031404063 

— ^ .0,00003879475632402982 
— ^ . 0,00000340827260896510 
— 5^ . 0,00000031430809718659 
— ^ . 0,00000002989150274450 
— 5^ . 0,00000000290464467239 
— ^ . 0,00000000028682639518 
— ^ . 0,00000000002868076974 

QUO 

— p^ : 0,00000000000289697956 
— ^ . 0,00000000000029506024 

— ^ . 0,00000000000003026249 
— ^ . 0,00000000000000312232 
— ^.. 0,00000000000000032379 



Rt2 



i 
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cc) Hülfstafel zur Aufifindung des Briggisdiai L<^ri(IanH8 von dem Shmt 

m * 

eines Bosens — -s" 
° n 2 



m 9C 



log.vulg. sin — .^ = fo^m + fo^(2n— in) + toy(2ii4-in) — 3/<3yn 



ii'2 



+ 9/594050885703190(26861 



_ 
n« 

11'' 



m 



10 



>iO 



m 



12 



n 



12 



m 



14 



lU 



16 



_ 



m 



18 



.te 



m 



9d 



n 



20 



m 



2S 



n 



.22 



m 



24 



n 
m 



«4 



24 



II 



24 



m 



24 



^20 



m 



»^ 



n 



so 



0|07002282660590192ei4 
(M)01il726644166184613 
0(00003922914645391834 
0,00000172927079836059 
0(00000008436298629875 
0^00000000434871550180 
0,00000000023193121410 
0,00000000001265907465 
0|00000000000070267969 
0,00000000000003951077 
0,00000000000000224455 
0,00000000000000012858 
0^00000000000000000738 
Or00000000000000000043 
0,00000000000000000002 
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HfiUstafel 



eines Bogens — . 3- 



fog.vulg. co»-.5- = /flg-C«— ni) + fo«'(ii+«»)— 2/b^n 



m» 



_:!!L .0,10149485934189280353 
n* 

—5^ .0,00318729406545107231 

—5^ .0,00020948580001741893 

— H^ . 0,00001684834859830743 
n*. 

-.51y . 0,00000148019398689554 

— ^S? . 0^)0000013650227222565 

—51^ . 0,00000001298171473773 
n" 

—2^ . 0,00000000126147115311 



16 

ts 
xS 

92 



^^ . 0,00009000012456712069 

— ^ . 0,00000000001245590006. 
n' 



—i^ . 0,00000000000125814224 



— ~ . 0,00000000000012814304 
^ 5lg . 0,00000000000001314283 
— ^ . 0|00000000000000135726 
— ^ . 0,00000000000000014062 
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^ » 

d) Reihen filr die Logarithmen der &m$ nnd Commi der Sunme oder 

DUFerenz zweier Bogen. 

_l+2*m«a ^ , "1 
^^ 12co«*a "^ ' J 



XVIL Reihen für das Verhältnifs des Durdiinessers eines Kreises zu 
Beinein Umfange, und für den Logarithmus dieses Verhältnisses. 



a) Reihen för le, wobei der Durchmesser des entsprechenden Kreises 

= 1 angenommen ist • " 

» 

1. « B 3,14159 26535 89793 23846 26433 8327930288 41971 69399 37510 58209 

74944 5923^ 78164 06286 20899 86230^4825 34211 70679 82148 08651 
32823 06647 09384 46095 50582 261ß6 .... 

2. lognat* ^ 1,14472988584940017414 342 

3. logmlgic-^ 0,49714 98726 94133 85435 126 

Anmerkung. Ueber die Annihanmgswerthe' iu kleineren Zahlen, und alle auf die Kreigrechttuiif 
sich beziehende sonatige Formeln und liülfirählen, siehe Iste Abtheiiung, Ister Abschnitt, YII. A. s. 

Reihe von Mechin. 

1. IC = l^\^---^^^—-.--^^--.-.,..j 

_./ 1 1 , 1 1 , \ 

\239 3. 239» "^5. 239» 7.239'"^ "7 

Von allen Reihen Tiir « diejenige» die am schnellsten convergirl. Sie entsteht aus 

der trigonometrischen :Gleichung: 

1 1 

.crc45® .= 4 arc fang -r -^arc tang 5^ 
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Reihe Yon Leibaitz« > 

(1 1 1 >1 1 \ 

1 — j+g- — 7 +9 — 47 + ••••) .öder iü einer anderen Gestalt: 



* 

Reihe voo Newton.^ 

21/3 21/3.21/3 iyz . 2VS ... . ^ ., 

3. « ^^ ~1 g-ä~ "T 5 3» •"" 7 y •T "q 34 — ....oder in einer anderen Gestalt: 

~ 3 VO"^ 57?;^ "^9.11.9« ■*" 13.15.9» ^" 17. 19.9«'^ "'7 '^^^ 

Reibe von £uler< 

1 1 , 1 1 , 1_ 

__ . .1>2'"0*'*"5.?» 7.2» "*"9. 2* ""•••• 

4. «-.4<j^ ^^^ ^ ^ j ^ 

1.3""3.3«'*"5.3» 7.3»"**9.3»*~ ••• 

diese- Reihe entsteht aus der trigonometrischen Gleidning: ' 

1' 1 

arctangib'* = arc tang ^-{- arctang t^ 

, 31/3 31/3 ,31/3 zyz.^vz zyz , 

5. « = -j -g \ j 5 h 7 I h- — 

21/3 ^yz ,2\/z ^yz ,iyz lyz ,^yz 

6. « = -1^ 5~+"7 — rr+-i3 — rr"^T9 — ••• 

diese Reihe hat zn Nennern' die Quadrate aller ungeraden Zahlen^ welche nicht 
durch 3 theilbar sind^ 

Reihe von Wallis- 

« 2.2.4.4.6.6.8.8-... 



« I 



2 "" 1. 1.3. 3. 5. 5. 7. 7. 9..-.- 
9. «-|(i+| + 3- + l4 + ^") 

* r 3« TT Tj« n^ 72 T^ C)2 1^ • • • ' 

10. Ä == 2 ' 






* J"*"? 7^9~IT"*"*" 



i 
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11. « = 4 



1 ^O-l 1-^i- 

1—3.-1-5. 7« -Tg. • 



12. « = 3 






1 i4.i_i4.l_ 



13. « = 16.1/3(5-3731 + 5-^-35 + 



11.3»^13.15.3»^"*7 



14. « = 8 



Reiben von Vega. 
26 , 58 ■ 90 , 122 , .^ , 



154 



5T7T^ * 9.11.3"^13.15.3»»' 17.19.3»» 
73 ■ 169 . 265 , 361 , 457 , 
3. 7» ■'" 5. 7. 7^"*" 9. 11. 7" "T" 13. 15. 7« ■»"17.19.3""*" 
dieselbe Reihe in einer anderen Gestalt: . 

15. « = 4< i 11 11 

beide Reihen ehtsteken aus der trigonometrischeti Gleichung: 

1 1 

arc 45® = arc tang =•+ 2 arc tang j 



• • • • 



16. « = 4 



^(7 ""377»'^F77»~7.7'"^rT:7^+'*-7 



/ ' 



"^VTO ""3.79*"'^ 5.79* 7775"^ "^9:795" •••7 

£ese Reihe entstellt aus der trigot#inetrischen Gleichung: 

1 3 « 

arc 45® = 5 arc lang =- + 2 arc /a« «• =3 

7 7" 

17. « = 12(^ — 'j-|5 + ^,ji-.;^ + ....} 

4.A/' 5 5' I 5» 5' , \ 

"*" * Vr^ ■" 3 . 99» "^ 5:99^ " 09^ "^ • • • 7 
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18 ^-.gfLi.^^±J^^ *'■ 4.' 1 

a.a(JL L_4._l 1 + * ^ ' • 

19. * = 2^1+^+53-53+2 3^5 ^^+....; 

iü. «- l^-«\^l-t- 213-2 +2.3.4.5*25 + 2.3. 4.4.6.7-S^+-**y 
21. « s= 3.1/3.(1— j.3 + g^. 3» — y. 3* + ....) 



zz. *- *-9-25-49*8ri21 
ci - _ o * 16 36 64 100 



• • • • 



• • • • 



24. * — *(l+3— 5— 7+9+lJ"'l3~i5'^ ••7 

1 
wenn die Sehne des Quadranten (= o *I^^ ^^^ Durchmessers), zur Einheit ange- 

noromen wird. 

b) Ausdrucke (ür den natürlichen Logarithmen von «• 

1. fo^„a*«=;fo^4-j.(i+25+'5g + ^+....) 

""2A95 + 2P""*"^'T-8F''"*"V ' 

3 \9» + 25» +49» +81» + "'7 

1/1,1'1,1,V 
""4 A9* + 25« + S*+SF + *"7"" *■ ^* 

2. toff«««* = fo^2 + |-.(j + l5+35+g4 + .-) 

- +3'(?''"l6^ + 36^'^J5?"*"***7 

+4*(i5 + l6? + 5e^ + 6P + -7+ "• "• '^' 
I. S s 



' . * 



c) Ausdrücke (tir die Gtofse des Q«idraiiten durch dks Verbindung zweier 

oder mcferenßr B«geiw 

11' 
1. arcib^ := arctang^^arciaug^TT -' l \ '. ' ^' 

1 1 ' '• i • . 

15 

3. arc 45® ^s 3 arafang -r -j- qrctang gjj .: . * 

4. arc^^ = 4 arc towg^ ^ — örc towj»- 5^ 

1 1 

5. arctö^ = iarctang-^ — arctang^ 

1 2 

6. arc 45® = 3 arc lang ^ — arc fang jj 

1 ! j ' 

7. arc 45® = arc tang =- -p2 ^rcfßvg :^ ; 

1 '2^ 

8. arcib'* =5 8 ätc f arrg» y -^^ 2 arc f öt»^ irr 

1 3 

9. arc 45® = 5 arc tang y + 2 arc tang =q 

• '• f • ' •^ j- . .... 

* ■ 

1 29 

10. arc 45® = 7 aro /aiiy ar — 2 fliip teiig[ 5=g r 

1 t 1 

11. arc 45® = 8 arc taj%g ^^ — 4 arc ^ß^^^ ^^^^ ^^^ 239 



' » •• ••;! » 



1 



Brounker's Reihe 0ir jdas Qiudtot des Durcbihessers». , wobei die Fläcbe 

des Kceiäes als Einheit angenommen ist. 



1-f 1 

2 + 



2-f49 

i 8 +81 

2 4" o. 8. yr. 



^3 



XVm. Tiigonometrische Gleichungen.. 



•« 



* • 

A) Er^te Abtheilung. 

I 

Gleichongen, welche keiii Ton trigooometrisdiea Fonktioiien nnabbangiges 

Glied enthalten. 

Allgemeine Fonnetf: 

a) A F(a) = B F' (a> i) AF(a) = B F' (a) . F" («) 

b) kF*(a) SB BFl{a) e) AF« (a) = B F' (a) . F» {aif 

c) A F* («) SS B F'* (a) f ) kF{o). Fl (o) = B Fu («) . F'" («) 

/• a) Firm: AF(a) = BF'(a) 



Gegebene Gleichung: 



1. A ^'/i oe = B ce>^ a 



I 

^ 2. . A ^'/» a == B /^n^ tt 

jfLksina = ^ B ^a/?^ a 



3. Ksina =s Bcota 



-^A Sinei = -jhBco^a 



4. k. sin OL =: B^^^roc 



4«A^ma = -t' B^^gc« 



5. • A 51/» a SS B co^^c a 



^ A M> a as ^ B eoiec «. 



Entwickelte Glüdumg: 



tangazsz-^ 
tanga=z^j^ 

A 

B 

cos a =s — -j- 



CO« 




• o 2B 

517» 2a :^ — --r- 



Ss2 
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\ • 



Gegebene Gleichung: 
6. A cos a s= B tang a 



+ kcosa 3= ^Btanga 



7. Acos a z=z Bcot a 



-f-AoMa = ±Bca/oi 



8. Kcosa SK Bseca 



^^Acosa SS -j- B sec ot 



9. A cos a SS B cosec a 



I^ A CO J a SS + B co^^c a 



10. klang a =5 Bcoia 

^lAto/^a SE +Bco/a 

V 

'^ktanga ;s +B^^a 
12. ktangu SS Bco^^co^ 

+ A to»^ a = -^ Bcwgc oe 



17. A co^ a = B sec a 



-^kcota SS ^B^£Ca 



sm OL 



sin a 



Entwickelte Gleichung: 

2A 

B±1/(4A» + B^) 

2A 



sina zi± T 



B 
A 



/ j 



sma 



COSa =z 



coru SS 



B 



1/^ 



4m 2a s= 



2B 
A 



I « 



4ot2(^ = — 



tanga = 



2B 
A 



tanga =s. 




«in a 



5IR a 



COSa SS 



CO«« =: 



B 
A 



B 
A 



-B±|/(4A' + B») 



2A 



B + 1/(4A'' + B*) 

2l 



«in a 



4ut a s: 



_ ^B±1/(4A*4-B') 
~ 2A 

B^|/(4A' + B«) 
2A 



( 


• 
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/ 




Gegebene Gleidtatng: 


Eni 


f • 

14. 


A CO/ a SS B co^^ a 


B 


1 


4- A CO/ oc =; i B cof « « 


B 


15. 


A ^ec a = B cosec ol 

m 





Entwickelte Gletduing! 



B '* 

^ ^Aseca zs '^'ß cosec » fang a =± — -j 

b) Fonn: AFM«) = BF'(a) 
Gegebene Gleichung: ' Entwickelte Gleichung:' 

!• A «»* a SS B CO* a cos a ^ "^ ^ ? ^ 



4- A co*^ a SB ^ B #iff ^ 



-T-4 •• .« ^ B±1/(4A*+B') 

ip A ÄÄ* a ^ jt B CO* a CO* a = * '^ V. — »— ^ 

2B 
2. A w»' a SS B tang a sin2a :=: -y- 

2B 
^Asin^a si^ 'j^Btanga *i»2a=s— -j- 

A 

** 3- AÄVa = BcO/a CO/*a-|-CO/a — g = 

A 

-f-A^in^a ss'^Bco/oc C0/*a4-CT>/a+ß =* ® 

' B 

4. A sin* a =: B *^C u CO** a — cos a -^ ^ :s= 

B 

4-A*iVa = iB*CCa CO^'a — CO*a — -j = 



5. A sin* a SS B cosec tx. sin 



+ A sin* a SS ^ B-coseco^ *i» a = |/ (— jA 
6. A 00*' a 3=» B «« « f m Ol =s "^ »1 
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Gq^dMi« Gleichmg: 
7. A co^ a = B tang a 



8. A cof ^ a = B co^ a 



4- A cos^a = + ß ^^^ * 



9. A cas^ a =s Bsec a 



-|- A co^* a = *j- B ^gc g 



10. Kcos'^a =s Bcoseca 



9 

+ A CO^* a = + B CO^^C ot 

r 

11. 4 ^ö'^' a = B «» a 

ip A föllg-* a = + B «» a 

12. A /ong*^ a = B cosa 



13. A tang^ a = B ro/ a 



-|- A tang'^ a = H^ Bro^ a 
14. A tan^ a = B ^c a 

+ A tan^ a =s -^Bseca 



Entwickelte Gleicfauigi 

/flOTg^a + fai^a-f-^ ffs 

• o 2B . 

$m 2« = -r- 
A 

• o 2B . 

5m 2« = •— -r- ' 

A 



cos 



cos 






B 



sin^ OL — 5i/i a -f- -T- = 

• A 

A 



"* " — 2B 



«in 



An a 



_ A + V(4B^4-A^) 



2B 



CO^a-f-K^O^a — g = 

3 

'«"^« = K (ä) 



CO« 



cos 






" = * 2A ' 
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15. A tang^ a = B cosec^ 



16. A cot^ a = B ^'/t a 



ip A cot^ a F= ± B ä/p a 



17. A CO/* a 2== Bjpo^ a 



^ A eo/' a = ^ B co^ a 



18. A co^ a SS B /«/^ 0t 



19. iLCOt^Of s B^<?ca 



20. A CO/* a s= B co^CC a 



4-Aco/*a = ^Bco^eca 



51. A sed^ a = B sin a 



i A^CC* a = -f. B ^n a 



22. A fcc* a 3äs B co^ a 



+ A ^cc' a s=: ^ B cos a 



A . A 

A . A 

~A + V(4B* + A^) 
CO^a = """""^S ^ 



«.^■^^w« 



AH-1/(4B* + A«) 



COtot 



-VW 

3 

«"« = K (— x) 



— B + l/(4A«H-B») 



«in 



B + 1/(4A' + B') 

,„« = 2A ^ ' 



^J/» 



^iVa — ^ma + g = 

A 

^m' a ^-^sin a — «r 5= 



co^a s= 



ro^ d 
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Gegdioie QeldiaDg: 

23. Ased^a SS Bfang^ 

7A5«c*a SS ±Bf<mf a 

24. A sed^ a = B co^ a 

ip' A sed^ a = Hb B ^* "* 

25. A sed^ a = B cosecu ' 

m 

'^Ksec^ot = +B,cosecot 

26. A cosec^ a = B sin a 

'^kcosec^a =s +B^ma 

27. A co^^c' a = B cof a 

ip A cew«:* a = j;; B Ct>^ a 

/ 

28. A co^^c^ a =: B /an^ a 
zpA,cosec^a SS ^Btanga 

29. A cose^ a ^Bcotot 

+ A cosec^ a =i ^ B co* a 

30. A cosed^ a es B ^ec/x 



sin 2a = 



Enlwid^ehe Gleichuftgt 
2A 



sin%x SS «» 



2A 
B 



A A 

cof^a — gcx>/*a-^l^ = 
A A 



B 



^171 a 



sm a 



_ — Aj:l/(4B» + A') 
"" 2S 



25 



3 



co^a—'cosa — ^ =* 

IS 



B 



B 



A A 

/oi^a + g/on^a + g = • 



«m2a SS 



B 
2A 



jf n 2« SS «— 



2A 
B 



CO, a .= ZlAil^EES 



<xw 



__ A±1/(^«4.A«) 
"■ 2B 
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c) Form: fiF^a) = BF'«(a) 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

1. A sin^ a = B cos^ a fang a ss J/ (jj 
+ A siu'^ a = + B cos^ot iang a =, y i — -A 

2. A sin- a = ß iang^ <x cos a zsz y \^jj 



-J- A sin^ a = + ß iang'^ oe cos a 



- K(-5) 



• 1//— B + j/(4AB + 6»)\ 

4. A *M»« a = B sec* a sin 2a = 2 [/ fj j 

:p A w*« a = + B *^c* « «» 2a = 2 |/ (— j^ 

q: A 5m* a = + B co^ec« a 5W a = [/ ^— ^j ^ 

1 /f— B + l/(4ABq^^ 
6. A cos^ a = B /ör/g-^ « cos qc = y \ ~ 2A / 

1/7bTvW^OTA 

+ A C05« a = ± B /ö/ig-* a C05 a = J/ \^— =, — ^j ; 



5. A 5m' a = B cosec^ a sin et 



> I 



V/^a-)/(^^ 



7.* Acos^a = Bco<*a 



4-Aaw»a = ±Bco^a sin a ^ 
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Gegebene GleidniBg: 



8. licos^a = Usec^a 



-f- A cos^ et =-+ B ^^ ^ 



9. A cos^ a SS B cosec^ a 



4- A cos^ ^ = db ^ cosec^ a 



10. A tang^ a s=i B coi^ a 



4- A tang^ a = 3t B co/« « 

11. A tang'^ a =s B sed^ ol 

+ A tang'^ a ^ ^ B sed^ a 

12. A tang^ a .s=^ B cosec^ a 

+ A /öwg-* a =: ^ B cosec^ a 



13. A co/^ a =: B sec* « 



+ A ö^l* a = -^ B J^c* a 



14. A cot^ a = B coj^c^ u 



+ Aco/»a = ±:Bcosec^iL 



Entwickelte Gleichung: 



cos OL 



cos OL 



sin 2a 



-VW) 

tanga = )/. (^ 

« 

_ ]/ /— B±|/(4Ä6-fB^) \ 
— TX (B±I^(B' — 4ABA 

_ ]/7 — B ± V^(»' + 4AB) ^ 



^//i 2C 



^117 a 



\A. 



ji'm a 



f i/'i a 



co^*a 



co^ u 



CO^ a = 



C(>f a = 



_ ]X( B±K(»^ — 4ABA 

KR) 
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Gegebene Gleichang: 
15. A sec^ a = B coset^ « 



/ Eniwif^elte Gleiehung: 



d) Form: AF(a) = B F' («) . /^" («) 



Gegebene Gleichung: 

1. A sin a = B co^ 06 • lang « 

2. KsinoLt=i^cosa.cota 
IpA«»a = ±B€»*a-CO/a 

3. A 51» a = B CO* a.seca 
'jp.Ksina ^=s ^Bcosa.seca 

4. A^ma =±: B«>*a-«w^c« 
q:A«/ia = ±Bco*a-CW^ca 

5. A^m« = Btanga.cota 
ZfKsina ^±Btanga.€Ota 

6. Aw»a = Btanga.seca 
ZfKsina sss ^B taitg a . sec a 

7. A *in a 5=s B ioi^ a . CM«; a 



Entwickelte Gleichung: 



A = B 






B 
B 

411» « = — T 



— B4- T/(4A' + B*) 
co*a = " 2A - 

B+1 /(4A« + «') 
fO*a Ä — = ^5 



B 

4IB« ^ T 



«m« 5S= 



B 



eos 



cot 






2B 
w»2« = "X" 



2B 



q: A sin a = ±B ^ofif « . oo«ec o( «»»^ — A 



Tta 
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1 

Gegebene Gleichung: ^ Entwickelte Gleichung: 

8. A ^*/i<x s= B cot OL . $ec a sin a =: y i-j- j 

^Asina = 'jrB cot a . sec OL sin a = y ( — -^j 

A 

9. A sin a = B cot a . cosec a cot^ a -}- cot « -^ » =0 

— A 

4- A W/z a = i B cof a . cosec a CO/* ot-|-co/a+^ = 

10. A sin a = B sec a . cosec a co^ a — cos a + -j- = 

A 

B 

-f- A W/z a := + B sec a • cosec a co^s* a — cos a — -r- .= 

"~" A 

11. Acosot :sz Bsinu.tang a tangaz=\/ (-^j 

^Acosa =? "f- B W/z g > /g/y 06 tangct = 1/ f — g-j 

12. A co^ a = B W/z a . CO/ a A = B ' 



4q' a n • — B + 1/{*A' + B«) 

16. A COJ a = B ^/z a • ^^c a ^i/z a = t^ ^ ~ ' ' 

-TA j^D • B + l/(4A« 4- B^ 

-f. A cos OL = + B ^/z a « 5^c a ji /z ac = — — oa — 

"~* JA 

14. A co^ a =s B W/z a . co^^c a 
^ A cos Ä = Hh B W/i a . cosec « 

15. A cos a = B fang a . cot a , 
4^ A cos a = + B tang a • cot a 

16. A cos u = B /G/ig" a . sec a ,t<it^ « "i* tang a — jr- = Q 

— A 

4- A cos Qc = + B /a/^o" a . sec et iang^ a -}- tang a -|- ^ = 



CO^a 


* 


B 




co^a 


= 




B 
A 


CO^a 


z:=: 


B 
A 




CO^a 


= 




B 
A 
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Gegebene Gleichung: Entwiekelte Gleichung: 

17. A C05 oe = B tof^ OL . cosec a cosa =s Y f -T- J 

IflAcof oe = "^^y^ tatig a . cosec OL cQsa z= y v"*A"/ 

2B 

18. A cos a SÄ B cot a . sec ot sin 2a = -r- 

A 

_• 2B 

4- A cos a = + B cot a . sec a ^m 2a = — -T-^ 

191 Acosa = B cot a. cosec a sina = y- \j-\ 

+ A coj « = i ß ^^ ^ • ^^^c öt sina :=! y (— r) 

B 

20. A CO* a = ^sec a • co^^c a sin^ a — */« a + -r = 

* ' A 

R 

IC A cos a = + B sec a . cosec a sin* a — sin a — -r- 3= 

• — A ' 

21. A t<mg a = Bsina. cos a cos a = y (rr j 
ip A ^fl/ig' a CS + B sin a . «>* a cos a = 1/ T — ^ j 



00 A ^ n • ^ • — A + |/(4ß^ + A») 

22. A /flwg- a =:z Bsma.cota sma = — "^ p ' ■ ^ 

-TA, -LH • , • A + 1/(4B» + A») 

if. A tang a = + B ji» a . cot a sm a = — t- "^ ^^ ' 

i 

23. " A tang a = Bsina .sec a A = B 

B 

24. A tang a = B sina. cosec a fang a = j 

— . ^ B ' 

-4- A /flw^ a =: + B *m a . cosec a tang a = — -^ 

\ A 

25. ktanga = Bco^a.co/a c'öä* a -f- ~ cos' a — :g = 

q;:Ktangaz=,±Bcosa:cot^ CO^ ^^^m^^\\^^ 
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Gegebene Gleicbtuig: 
26. A fang a s B cos a • sec a 



Entwidcelle Gleidiuii|;: 

B 

tanga^-^ 

B 



^ A long a s= rj^ B co$ a • sec a ^oia^ a ss — j 

27. A /awg* a = Bcosa. cosee a fang a = y^ (jj ' 

ip A fang a = + B cos a . cosec a fang a = y ( — j-j 



2& A tang a ziz Bcota.seca 

Ip A tang a =s ^Bcota.seca 

29. A ^^Ti^ a si B co^ a . co^er a 

» 

Ifl A f o;^ a = + B cot a . cosec a 



30. A tang a s= B <s^c a . co^«r a 



C05 



,_ -Bi:l/(4A«+B*) 

«~ * 2A 

B±l/(4A» + B») 

• < I B . ^ B ^ 

• Ä B . , I B -. 

Sin' a — — sm* a -j- -j- = 



ip A tang a =s + B ^^ a • cosec a 5»ii a =r. J/ f — - j 



31. Kcota = B ^in a • co^ a 



-|. A CO^ a = -^hsina. cos a sin a = 1/ ( "• s ) 



32% A cot a = B ^in a . temg a 

i^I A ro/ a = ^ B ^m a • f a/ig- a 



33' A cot a = B 5m a.scca 



sin^ ^ 4" g •*''** « — « = 

s 



B 



IJP Aco/a s=s ^B 5m a«5^ca /ro/ a = 1/ ("~ r) 
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Gegebene 



9 

34. A CO/ a = B ün a . cosec a 



^Acota SS ^Esina .cosec a 



35. Acota =i B'cosa. tanga 
^^A cot Ol = ± B cos a • tcmg a 

36. A cot a = B co^ a • sec a 

Ifl A CO/ a = + B cos a . j^c a 

37. A CO/ a =: B cos a . co^^ a 

38. A CO/ a = B /any a » 5^c a 

ip A cot a =s + B tarig a • sec cc 

39. A CO/ a = B tang « . co^ec a 

ip Aco/ a =& ^B /rt/ig- a ^cosec a 



40. A CO/ a = B J^C a . co^c a 



Entwickelte Gleichung: 



cota 


:s 


B 
A 


cot-a 


1 


B 

~A 


^VkC ^tf 


-A±K(4B» + A«) 


cos tX 


2A 




A4-K(4B*4-A») 




2A 


cot OL 


= 


B 
A 


cota 


= 


B 

""a 



A = B 

B B 

co^ « + T co^* a — ^ j- = 

• B ,. , B ^ 

CO^ a — -r COS^ a -j- X =^ ^ 



sma 



~B±l/(4A* + fe') 

~ 2A 



B4-1/(4A* + B») 



COf a 



ip A CO/ ex = + B jcc a . cosec a cosa 



-VW 



41, A JCCa = BäV* a. co^ a 

^IXseca = HhB sin a • co^ tx 



42. ' A ^^c a s= B sin CK . /a/i^ u 



ipA^^ca = ^Bsina.tanff 



sin^ a — sin a -j- ^ = 

A 

jiVi* a — sin a— « ss 



Äii^a 




^t?^ 



»^ 



v^ 
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Gegebene Gleichung 
43. Ksec CK, = 1& sina. cot a 



-f- A sec ^ = it B sin a . cot a 



44. A sec a = B sin a . cosec a 



-f. A sec a = Hh B sin a . cosec a 
45. A sec a 23 B co^ oe . fang a 



46. A J5.^c a = B cos ot . CO/ a 

ip A ^^c a = Hh B cos a . CO/ a 



47. A ^^c a ^ B co5 a . co^^c a 



COJ 



eos 



Entwickelte Gleichang 



cos « = 



B 



co^a = — ^ 



^m20C = -|r- 



-}- A sec a = + B cos a . tang a sin 2« = — r 



2A 
B 



B 



tang* a -|- tang a — ^ = 



B 



-(- A ^^^ a = + B cos a . co^^C rx ^m oe = 



2F^^ 
_ A + 1/(4B^ + A») 



^//i a 



2B 



48. A sec a ^= B tang a . co/ a 



-f- A ,5ec a = + B /^y/zg* a . CO/ a 
. A sec a = B /flw^" a . cosec a 



50. A sec a = B cot a . cosec a 



+ A ^^c a = + B cot a • co ^rc a 



51. A coj^r a = B sin a . cos a 



cosa = 



B 



cos a = — ^ 

A = B 



tang a 



COS* a — co.v oc -i- ^ =: 



A 
B 



-f- A co^^c a = + B ^1/1 a . c(^* a 



/ro^ a — COS a — =r ss 

B 
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Gegebene Gleichung: 
52« A cosec a = Bsina. fang a 



Entwickelle Gleichung: 
B 



cofi a + CO/a — -j- = 



B 



^Acoseca =s ^Bsina.tanga co/^a + oo/a + j = 



53. A cosec a := Bsma. cot a 



Sin 2<x = -^ 



-J- A cosec a = + B sin a • cot a sin 2a s= — 



2A 
B 



54. A: cosec a = Bsina.seca 



cos 



ip A cosec a = +Bsina . sec « cos a = 



55. A cosec a = Bcosa. tang a 



— A + 1/(4B» + A^) 
^ 2B 

_ A ± 1/(48» +A^) 



2B 



^ma=j/(g) 
ip A cosectx =s + B CO* a . /a^ig" a sin a z=z y ^ — g^ 

co*a=l/(^) 



56. Kcoseca = Bco^a.co^a 



ip Aco^^ca = HhBco^a. co/c* cosa:szy v*"By 



57. A co^^c a r=s Bcosa.seca 



sma = g 



ip A cosec a = + B cos a.seca sin a = — g 



58., Acoseca zszBtanga.coia 

Ip A cosec a = + B tang o, . cot a 

59. A cosec a = B tang a • sec^ 

ip A C05 a s= ± B tei^ ä . ^ec a 

60. A cosee a ^ Bcota.uc» 

I. 



jin oe SS R 



4Hia = — « 



A = B 



\] a 
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e) Form: AF^(a) = B F' (a) . F^* (a) 
Gegebaae Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

1. A sin* a s B cos a • fang a 



B 

sma = *T- 

A 



B 



± A sin* a = !fl B cos a • tang a sin^ = <-* ^ 



2. A sin* a =s B co^ a . cot a 

+ A */»* a = 4I B co^ a . CO/ a 

3. A ^*/»^ a = B cos a . #^c oe 



sin^ OL '\"r- sin* a -^ -7- = 



«»' 



B . 



B 



a — ^^m*a-}--T- == 



+ A Ä»* a == + B CQS a . 5^c a 5m a s= 1/. f — -j- j 



4. A sin* a =: B co^ a • cosec a 



co^a-j-cota — ^ =^ 



A 
+ A ^m^ a = 4- B cos a . co^^c a cofi a -j- co/ a -f- k- = 

5. A Ji»* a =s B t€mg a . co/ a «w a = 1/ ( — j 

Hh A sin*'a = ip B /ang- a . cot a ^//j a z= L/ f — ^ j 

6. A sin* a = B /oii^ a . 5^c a 
+ A sin* a = ip B /a/i^ a . sec a 



B 
A 



sm^ a — ^i/i a ^ -T- = 

A 

B 



7. A sin* a = B tang a . cosec a cosi^ a — cos a -j- j- = 

A 

•«- B 

'^^ K sin* a 7=^ ^H tang (X . cosec a cos^ a — co^a.^-j-='0 

3 

8. A sin* a = B cot ä ^ ^^c « >i» a = 1/ [t'} 

3 
±A5iVa =5 I{IBiY>/a.^^ca sin a = |/ |^_5.^ 



■ 

i 
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Gegebene Gletdrang: 
9. A sin^ a zsBcota. coseca 



Entwiekelte Gleichung: 



B 



cosl^a — 2co^*a — TT-ccwa-f: 1 



B 



B* 

jiVa — «»•«-}- TTj = 

' B* 

HhAwVa = ^"Bseca.coseca sin^ a — sin^a^-j^ = 



10. A sin^ a = Bseca. cosec <x 



11. A cos^ a = Bsina. fang a 

V 

-^ A cos^ a = ^^Bsina. tang a 



12. A cos^ a = B sin a • cot a 



Hh A cos'^ a = J^Bsina.cotot 



13. A co^* a = Bsina^seca 



cos^ ^ "H X ^^* a — -jT- = 
B B 

B 
B 

cos a = — -jr 



. MM 

tang^ a + tong" a — ^g- = 



± A CO^* a = + B ^w a . ^^C a /«w^ « + ^/ig- a + g- = 



14. A cos'^ a = B sin a . cosec a 



+ kcos^ a == ^Bsina. cosec a cosa^zy \x) 



15. A co^ 06 = B tang a. cot et 



+ Xco^» zzz'If B tang a. cot a cos 



16. A cos^ a = B tanga. sec « 



B 



TD 

I3n2 
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Gegebene Gleicfaiuig: 



17. A cos^ a = B fang a . cosec a 



Entwickelle Gleichung: 

3 



3 

i A CO*' a s= I^ B /ony a . cosec a cos a = J/ ("^Ty 



18* A cos'^ a == B co< a . *^c « 



«V a — sin a -j- -j- SS 



;t A co^ a = ip B co^ a . sec a sin^ a^^sina — -r- = 



19. A cos^ a := B cot a , cosec ot 



co^a — coja-f--— = 



B 



4" AgQJ* a = -^ B cot a .cosec a co^a^^cos « — t- = 



20. A CO** OL =s B'^ec a • cosec <x 



cos^ a — cos^ a -}- TT =s 

_ B« 

Hh A coj* a SS ^ B *^c of . co^ec « «eo^ a — co^ ^ + t; = ^ 



21. A taiig^ a = B *iVi a . cos a 



B 



/öifg* a 4" tang^a — ^r- =x 



B 



+ A /«jjg-* a = If^ B 510 a » ca* a /ait^ a -fr tcuig a -j- t- = 



22. A tan^ ot, = B ^in a • cof a 



co^ « + u ^^^ ^ "" n" ^^ 



B 



B 



A A 

i A tang^ a = ^ B * m a • cof a co^ ** "^ » ^*' * + n = ^ 



23. A tang^ a = B * m ot . sec ot 



B 
B 



B 



+ A tang'^ a =s IfT B m'/i a . secok fang a = "^t* 
24. Afang^a := B ma.coirca tanga s= L/ f-j-) 

+ A#aijy*a =B '^1& sin a. cosec a tanga = 1/ (— X/ 
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Gegebene Crleichung: 
25. A tang^ a = B cos a.cota 



Entwickelte Gleichung: 
A . 



j; ktan^ a = r^ B cos a^cota sin^ ^ "4" 5" *^''*' « — 2 *m* « + 1 



B 



26. A tang'^ a zsz Bcosa^seca 



tanga 



+ \tang^a z:z^Bcosa.seca tanga = y (""Ty 



27. Atang^a ss: Bcosa.coseca 



±^A.tang^a =z ^LBcosa.coseca tang a =i yr [—j^\ 



28. A iang^ a tsz Bcota.seca 



• • I B . B ^ 



B B 

JhAfony'a SS ipBco^a.^^ra w'a — Tr^m*a+ y = 

B 

29. Xtang^a = Bco/a.co^^a cojr^a — jrcoi"a — 2co^a-j- 1 s 

+ \tan^a ä -f-Beo#a.co^eea eo^a+-r€af*a— i2cWa4- 1 es 



30. fLtang* a =s Bseca. cosec a 



€a^a-{-co/a — ^ = 



3$* Aoo^*oe =: B^ma.cOf a 



B 



32^ A £Ml^*a =s B Si»a • fan^ a 

^ A co^^ a = 7 B ^m « . iaogir 






\ t 
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Gegebene Gleidniiig; Entwickclie Gletdumg: 

3 

33. A cot^ OL = B ^i/i a . sec a tang a = y (^ j 

+ A cof^ a = ip B ^21» a . j^c a tang a == |/ ^ — |- j 

34. kcoi^OL = Bsina.coseca taäg a == 1/ f^j 
+ A cot^ OL = ip B ^m a . c^^^c a /«/ig- a = 1/ f — ^ j 

A A 

35. A CO/* a =: B cos a . fauy a 5iVa -f" d «*'»*« — R = 

— . A A 

■4" A coi^ « = -|-B«>^a./ai8g-a ^m^a — ^^''^^^"t'S '^ ® 

36. A cot^ a = B cos a .seca tang a zsz 

+ Acot^a s= ^Hicosa.secoi tanga = 1/ ("^b) 

« A 

37. A cot^ a = B cos a . €Y> ^^ a fa/ag- ^ = n 

_ A 

+ A cofi a = -{- B co^ a . C0S€C a /a/i^ a = — |^ 

B 

38. Kcot^a = Btanga.secot ^ sin*a'^-^sm^a — 2^iVa-{*l = 

' B 

+ A cot^ a SS ip B tang a.seca sin*a -f- j. jm*a — 2 jiVa -|- 1 = 

B B ' 

39. A cot^ a = B /aug* a • cosec a cos^ " "f" T ^^**^ — a ^^ ^ 

B B 

+ A cot^a = -^ B tang a . cosec a ä>^ a — -^ a)**a -j- j = 

A 

40. Acot^ a = B J^c a • C056C a to/ig' a -f- /oogf a — ^ ai Ö 

\ 
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Gegebene Gleichiing: 
41. A $ec^ a = B siTK tt • cos a 



cos^ 



Enimdkelte Gleichung: 
- \* 



•jrlised^a = '-^^Bsma,cos<x €»^a — om*«4- 



B^ 







42. A ^^C* 06 =s Bill» a . /flwg: a 

^ A sec^ a == ^ B Am a . tang a 



43. A ^ec^ a = B w/» a . co^ a 






>. » 



COS 



«=1/(S) 



Hh A i^c' a = ZpBsina.cota cos a z=z y f — g J 



44. A i^c* a = 'Rsina^ cosec a 



4^ A sed^ a = -^ B ^ a . cosec « cy)ä a = [/ ( — gl 



45. A i^C* a = B COÄ a . /öwg" a 

^tA^^c^a = JfiB COS a . tang a 



46. A 5^C* a = B «>.5 a . CO^ a 



^//j*a — Ä/Kx-j-g- = 



sin^a — .5iwa — ir- = 



*i/»*a — ^^ sin^üf^^siri a -j- 1 



J2 A J^c' a = I^p B cos a.cota ~ sin^a — 2 ^/V « + g* ^'« a -{- 1 



47. A X£p* a = B Cdi a . co^^C a 



r 



48. K*se€^ a s= B /o/tg- a . cot a 



£»^a — i^CO^'a — g- = 

A 4 

ro/»a + g-co/^a + ^ ~ * 











i A #«:' a 



coia = |/(g) 



[ 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

A 

49. A seö^ a =: B tang a . oosec a cosa si ^ 

A A 

50. A sec^ oe SÄ B cot a . cosec a, cos^ot -^ ^ cos^a^^ ^ ss 

A A 

j- A sec^ a =s ip B co^ a . eo^^er « co^a — g co^^a -|^ ^ = 

. . A* 

51. Kcoscd^oi SS Bidna. cosoi sin^a^^sin^a'^^ sz 

«1^ A cosed^ OL = 4- B ^»/i a . cos a sln^ a •- sin^a-^- ^ = 

A 

52. A 4fOse(?' OL = Bsina^ tang a €X>^a — 2 coj'a — «r COJ a 4- 1 = 

^ A 

Ht^^^^'^ ^^ +Bsina.t€a^a cos'^a — 2o05^a-f-5CO*a+ 1 = 

A 

53. A co^tfc* ot =a B ^i/z « • co^ a cos^ a — cip^ a -f- s ^^ 

_ A 

+ AcOJ«?*a s= ^B ^'/t <x .CO^a co^'a— co^a— -g = 

A A 

54. A cosed^ a =1 Bsina.secac tang^ ^ ~" S ^aw^* a -^ ^ = 

i A C05^£?* a =s jpiisma. sec a tang^ ^ "H R ^^^^ a + = = 

3 

55. A cosec?' a ss B cos a . tang a sina sa y f ^ j 

iAco^ec^a = IflBco^a./oiig'a sin a z=z y ( — gj 

A 

56. A cosec? a ss B cos a . cota sin' a-^sina^^ = 
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Gegebene Gleichmig: Entwickelte Gleicbung: 

hl. A eosed^ a zsi Bcosa.seca sina :=i y ^g j 

+ A cosec^ a = + B CO^ a.seca sin <3c =: [/ f — g ) 

58, A caset^ a = B tang a.cota sin a z=i y ( g^ 

JtAroj.^r'a = +B/awg'a'. co/a sin.a =z y i — g) 

A . A 

59. A cosed^ a s= B tang a . sic'a sin^ ^ "i" ß *''** " — B '^ ^ 

A . A 

^Acosed^a z=L '^^ tang et . see a «V« — g^w^a + g ^= 

60- A cosec^ a s= B co/ « . ^tf c « sina ss ^ 

i A cosec^ a SS ^IB cot a . See a ^//^ « = — g 

f) Fonn: A /'(«) . F"' («) =s B F" (a) . F»« («) 
Gegeböie Gleichung: Entwickelte Gleichung: 



1. A Äi» a.cosa =s B-tang a.seca cos 



+ Ksina.cosassi::fBtanga.seca cosa= y \^—jJ 

2. ksina.cosa =s Bco/a.iro^^^a *'/»•« = y ^^ 

3 ■ 




3. Ksinci»cosa = Bseca»cosec 






iirta= f V— — a / 



I. • ^ Xx 



i 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleicbusg: 

3 

4. A sin CK, . tang a ss B €»5 a • 6*0/ a /örÄg* a pr 1/ f ~ J 

3 
'jrksinob.tangazszJ^heosa^cota tangtx = 1/^ f — -j 

5, Asina . fang a as B cof a » co<r^c a sm ot z=: y l — '^.^ ! : J 



, . . , -rw * 1 / /+ B 4- 1/(B^ — 4ABA 

3 

6. 'Asina. tang Ol sk B^eca .ro^^ca «» a = 1/ ( jj 

+ Asina. temffa = +ß^gg«.cojgca 5//1 a = 1/ /_~j 

» • 

- * A .* n . 1//^— B + K(B' + ■iAB)'\ 

7. Acosa.cota = Ji tang u . sec a cos a = (/ l *^ r ! iJ 



J.A . ^K, l//+B + l/(ß« — 4ABA 

3 
8. A cos OL ^ cot a = B scc a . eosec a cos « =. 1/ l j 

3 

+ Acosa.cotaz:^^Bsecu^coseca cos u z=i y ("~t) 

3 
% A tang a . sec a = B co/ a . cosec a tang a = 1/ ( -^r j 

3^ 

'^AtangtM..secfi^^s=^'^Bcotüi,cos€coi tangu = 1/ f — ^j 

A um erklang. Die übrigen Gleichungcu von dieser Funn lasseu sich bequenir vefmitteLt Sobsütu- 
tionen fUr die Produkte der trigonometrischen Funktionen, oder durch Weglasbiing der gleichen 
Faktoren, auf Formen snrückJ^ren, die schon früher entwickelt worden; weshalb sie hier nicht 
mit angegeben sind. Mut be&age ^larüber die am Eadc der swetton Abtheilung dieber Gleichna- 
gen mitgetheilte Tabelle. 
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G^^ebene dddmngt 

• 

35. A co$e€?' a^'^seca s= C 



36. kcosec^a-^-^cosecoi =^.C 



Entwickelte (Üeicliiiiigr 

B , , A— C . B 

cor a — j«^ cos^ a -J -^ — CO*a-j-y^ s= 



^ma 



_ B ±l/(4AC4-B») 



2C 



c) Form: AjP*(«) + Bi!''»(a) = C 

I ^ 

Gegebene Gleichung: Entwickelfe Gleichung: 

1. A «V a 4^ B CT^'* a 5= C cos OL ^Y ( a~B / 

2. A jm* ot -{" ^ tang^ OL = C «» « = 

_ l-X/^ A+B-f-CH:: ^/^(A^'4-B^+C^+2AB+2BC— 2A^ 



3. A^/Va + Bco^«« = € 



4. A sin^ a + B 5^€r* a = C 



5. A jr/w^ a 4- B £:o^^c^ a = C 



sm 



sm 



sm 



cos 

cos OL 



^ ^ ]/ ( A+C i:|/((A~C)^+4i^ 
^ ^ ]/V b+C+|/((B+C)'---4ABA 



6. X cos^ a -\-B tang^ a 2= C 

7. A eos^ a -f B CO/* a = C 

_ ]/Y a+B+C+K(A^4'B*+C^+2AB+2BC~2AC^ 



8. A coj^a +B j^c* a = C 



9. A co^' a -}- B cosec^ « = C 



10. A /fiwfg'« a + B co/^ « = C 

11. A fang'' a-^Bsec^ix = C 



cos 



g == ]X( Ä+C±1/((A-C)»+4AB) \ 



/o/t^ 



« = ]X( C± V(C' — 4AB) \ 



"»"^« = ^(1^^ 
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i 



Gegebene Gleichung: 
S. A cos ex -j- B See a = C 

9. Acosa^ücoseca s= C 



10. A /flr/ig a-fB COta z=i C 

11. Atang a-\»Bseca :si C 

12. A tmtg a -|" B cosec a z^ C 



13. A «>/ 06 -f- B sec a = C 



14. A cot a -}- B cosec a =: C 

15. K sec (X'^B cosec a = C 



*/ 



Entwickelte Gleichung: 

" C+}/(C^— 4AB) 
~'"= ^. 2A 

• A ' • I ^ ""' A . ^ 2BC/ • 

sm*cL *j^ ^ . ^ I ^w' a — -^-p- sm a 

B* 



«n « - -ABi:Cl/(A»~B»+€») 

*ii,a ^ A»4-C« "— 

, 2BC . B^ 

2BC . , B»— C» , 

, 2BC B» 

-f- ' a, i ><- cos a — .^ . ^, s= 



sma 



A'-fC«"""" A*+C« 
_ CB4:AV^(C»+A»^B*y 

— c«+A* : ' 

• « 2B . , , /A»-j-B*--C«\ . , 



«in 



b) Form: 
(regebefie Gtelchung; 



1. Attn*a-|*B«ma 



C 



. 2B . B* - 

Entwickele Ociebmgr 
2A 



^/» 



3. ^^m^a-f-B#t77ig'a ss G 



**' 21 



«in' 



2C+A .. , B«-f -C*+2AC . , 



-§ = <• 
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• Gegeben« Glettbaag: 
4. A5i»»cx + B«>#astaf C 



5. A sin* « 4* "Rsec « =s C 

I 

6. A sin^ a -{-^cosec a = C 
7» A cm' Ol + B Wii a SS C 

8. A cos^ a + B COJ a = C 

9. A co^ a + B iang a =s C 

10. A cof^ a^'Ücota =s C 

11. Aco*' a 4-B^^ir-a ss: C 
12- keos^ aJf^^coseea :=z C 

13. A tcm^if. Hr B #m a = C 

14. A tan^ a -f- B cosa. ä C 

15. A tei^» ä +B /«»^^ =s C 

16. A iang^a^-Bcoto, =s= C 

17. Attm^ a^Bseea =b C 

18. A/auy* ot4*'^ coseeok c= C 



Entwickelte Gleichung : 
2C . . , C»+B» . . 

A* 
, , C— A B 

<Jp4* a -[- T— T — COS a — -j- =3 

I 

«Ml* a—'-j- sin a -j- -r- = 

B+1/(4A'— 4AC+B^ 

,*W a = -— ^j— 



COS a = •• 



.~B±l/(4Ägl^ 



2A 



C ■ A— C 



B 



C B 

• €0^ a — -^ C0S « 4* X ^^ ® 

* A A 



11/» 



A+C , , A „ 

— B+l/(4AC+g) 
teR^a =S ^ g^ ' ' 

"C B- 



B+l/(4A*+4AC+B') 
«,,« « _« 2{A-|-C) ^ 



■ < 



+ 



B 



sO 



« K 
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Gegebene Gleichung: 

19. A «)#• a + B siha ^-0 

20. Aa>^*a + Bco*a = G 

21. A €?of* a + B fang a = C 

22. A cof^ a-^Bcotoi = C 

23. A cot"^ a-^-Bseca = C 



24. A cot* «X -{- B casec a = C 

26. A sed^ a 4- B coj « ae C 

27. A^^c«a + BfTO^Ä» *=: C 



28. A sed^ a 4- B co/ a 



C 



29. A^^^^ot + B^^cöc = C 

30. A^tfc*a-}-Bco*«?a ac C 

31. A ix>sec!^ a + B jm a =3 G - 

32. A cosecl^ a^Bcosa =s C 

33. Araset^a^Btanga s=i C 

34. A co^^cf* a -|- B ro/ a =r C 



Entwi^dte Qeidnmg: 



41» 



€0^ 



, A+C 



F 



4^<^ 



"+B '^^ 



A+C , , C 

a •» 1, - cor a — eo* a + — ^ 



E 



cot* <*— T c*i a4- T =* 



^'Ota =s 



- — Bi:]/(4AC-f By 

25 



cos' a — 



B 



A+C 



cos*a — 



+ 



B 



A+C 



COSa 



A+C 



.0 



• • 



sina - B±K(4A«+4AC+ B») 



C . 
B 



JIM* a — ^ «*»• &-->«jn u + — R — s= 



B 



CO** « 5 cots* « + « 







/a«ga:^-^tV'(^AC^4A«+B') 



B+J/<4AC+h») 



~B± K4AC — 4A«+B«) 

2A 



m 



ti 



G^fjlAtoe Gleichung: 



36. Acosec^a^Bcoseca =7 C 



Entwickelte ^I^diaiigr 

B , , A— C , B ^ 



sma 



_B±V^4ÄÜ^F) 



2C 



c) Form: A /•«(«) + B J''» («) = C 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

1. ksiri'a^Bcos'a^Q cosa=y(^^^ 

2. K sin^ OL '^-'R tang'^ CK. = C sina = 



3. A^/»*a + Bco^*a = C 



4. A «V a + B ^^C» a = C 



5. A 5///' a -|- B cosec^ a = C 



J//7 



^//i 



PC = ]/7 a^c±V((a->C)»+TO ) 

^ ^ ]/ 7cdbK(C^-4ABA 



CO* 



6. A CO*' a -f- B /flr/gr* öc as C 

7. A eos^ a + B CO/* a = C 

_ |/V a+B4-0+T/(F+B^+CS^AB4-2BC~2AC) \ 



8. A coj*a -]-B sec^ a = C 



9. A CO*' a -j- B cosec^ a = C 



10. A ttmg^ a + B CO/' a = C 

11. A tang- a -j- B *ec' u = C 



CO* 



CO* 



, - ]/ 7Ä+C±|/((A-C)M- 4Altn 
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12. 



Gegebene Gleichung: Entwickdfe Gleidrang: 

Ktang-a + Bcosec-a = C .^,.. ^ - ]X( C"-B±K((B-C)«-4^ 



13. A CO«* « + B f^c* a Ä C 



CO/ 



14. 
15. 



A cof a -j- B co*<?c* «== C 
A sec* »-|- B cosec a ;= C 



—KS 



2A 



«m (X = 



]/f B+C~AJ:|/((B-C)«+A«— 2AB-2ÄC) \ 



d) Fonn : A Fi») + B /"' (a) . /•« (o) = C 
Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 



1. A sin oe -j-B sin a . cos a ss C 



A«— B» . 



2AC . 



^n* a -] ^~^ siß'a-^'-^ sin tt 

C* 



2. A..»n a-\'Bsina. lang a ss C 



sin* 



« 2AC ., , C*— A» .^ 



, _2AC . 



A«+B' 



= 



3. A «m fle-j-B«n a . CO« a ss C 

4. A sin a -|- B sin a . sec a =s C 



^ Ac±BV;^+^^ 

A*-f-B* 



aM 



A ^ A* 



^*tf 



2C 



-X*'""~55=^ 



6. h.sina-\-'Rco« a.temga.zü C sin a ^ss 



C— B 

€ 



7.' A «J» a -f-B CAS a.cota s= C 



8. A«'»a-{-Bco«fl(; MC« ss: C 



A+ß 

. ^ _ t!±.V(C',4-4B'~4A B3 
~ 2(A-B) 

C— B ^ 

A . 
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Gegebene Gleiehmig: 

9. A ^m a -j-B cos a . cosec a ss C sin 



Entwickelte Gleichung: 

A ' A* * 



: A* " 



10: A «m a 4~ ^ '<in^ <> • CO^ a = C sina :^ 



C— B 



11. A «1» a -|- B ton^ « . sec <* =: C 

12. A sin a -j- B fang a • cosec a = C 



• 3 C ^ A+B . , C ^ 

• , O— A* , ' 2BC 



13^ Asina'^Bcota.seca = C 
14. A sin a -{- B co^ a . cosec a = G 



^ma 



_ C±1/(C^— 4AB) 



2A 



5m* « "^ *T" ^^ <* + Ti ^''^ ^tTi ^"* * 



B* 



' ' 2C . C*— A* 

15. A «rt a + B *«r a . cosec a ss C «'»• « — -j- siri* a -J- .^ — sin* a 

,^C . , C* . - B» 



A*— B» 



16. A cos a -|- B *j« a . cos a =ss C co** a -j- — cr~" <*** ** — 



2AC 



cosa 



C* 



17. A cos « -j- B sin « . fang a ssz C 



C+1/(C»— 4AB+4B*) 
«,*a = 2(A^»); 



18. A cos a -|- B sin a . cot a == C cos flc =: 



K^^ 



19. ' Aco« a -^ B sin a . sec a = C 



2C ., C»-l-B* , 
COI* a r- CO«* a "t- — Ti — «0* « 










I. 



^7 
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G^cbMie 

20. A CO« « -f' & Jm a « cosk a ±s C 



cos a 



Entwididte Gleidnig: 
C— B 



21. A cos a -|- B cos a . tang a ^ C sin a 



22. A cos a -}- B cos a . cot a ss C 



_ BC J:At/ (B'— C*+A«) 

- ™ V+B* — ^"^ 

_ . 2AC . , O— A» . 



. 2AC 

C— B 



C» 



Äq:B5 



= 



23. A cos a -f- B cos a . set a :s: C * cos a := 

24. kcosa-\^cos».coseca z=z C rV« ~ + ^~ nn» er 1 P*~HC*— A.« . , 

. A ' A* 

2B . B» „ 



25* A cos a -|- B tang a . cot ä :s C co^^ a =: 



C— B 



26. A cos a -|- B ^o/i^ a • seca, = C 



27* A cos a -j- B tanga . co^^c a =: C 



2C C* R* ■ 

cosl^a — 'r'COs^ot'\'j^co^a-\' — co^a 

— — = 

2A 



28. kcosa'^-hcota.secot = C ^^a-l -r- 

A 



C^— A* . 



2BC . 






B* 

4-—= 

1^ A2 — V 



29. Kcosa'\*^cot(x.cosec a s C 
'30. A cos « -|- B «ec a , cosec a =: C 



. c , A+B , c « 

co^a — -Trcoii^a— — { — cosa-^-r =0 
A A ' A 

Sui^a'— j- — -sm*a rp.«n*<i 

, A'^C» . , . 2B . , B» rt 



31. A fiwy a + B «» « . CO* a « C «»•«+?(M:5)«i,««4- (A-W'-fC* 

' B ' B* 



B 

-B;«0 



lin^a 
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Gegebene GleiGhung: EoflwidLelf« Gleidhung: 

— — = 

2G 
33. A fang a-^Bsinoi.cota ssi C cosl^ a ^ cos^ a -j- 



B* 



CO«* <s 



34. A lang a -(- B *m» « . j«c a =r C 



C— B 



35. '^ktanga'^ B «tn a . eo««c a =s C fang- a = — -j- 



2C . 



36. A <<»^ a + B CO* a . f «»^ a =s C «'»* a — -^ *M»» a -|- 



A«+C»— B» . 



B» 



*H»* a 



2C . C» 

^ «in IX g; = 



2A 
37. A fang « -|- B eo« « . co/ a s: C coj* a — -^ cos^ « -j.- 



A«+C' 

■TF- 



CO^* a 



, 2A . 2A'+C^ , . A»\-^ ^ 



B« 



38. A tüfig a •}- B CO* a . sec a ,= C /ö/^ a = 



C— B 



qq' A. f n >r . C+V(C*— 4AB) 
39. A lang a -j- B cos a . casec a" = C /a/ig- a es ' t— ^ , .^ -^ : 

C*— B 

4Ö. A /fl/ig' a + Btang a • co/ a s= C tang a = — j — 

2BC . , C» 

>.o A, in, « • — AB+CV(A«— B«+C») 
42. A tang a-\-B tang a.coseca SS C sinazsz b= — r> T a^ ' ^ 



5sfü 



"ffiC 



B*— O . 



43. Atanga'{-Bcota.seca SS ^ ^^k^ — TOI^**"^* * "^ Ä?^ 



Sl»* Ol 




V 
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Gegebene Gleicbung: Entwickelte Gleidnutg: 

SAB B*— C* 

44. A tang a,-\-Yicota. cosec a = C sin* a — ^^^i vs, sin* a -j- ■ . ■ a^ sin* a 

t 2AB . - 2B* . , 

B» _ 

45. A tang a -j- B sec a , c«sec a &= C sin a = 



— 1/ (^ C*— 2ABJ:C|/(g^— 4AB— 4B') ^ 
, ~*^ > ~2(A«+C») J 

46. A cot a-|- B sin a. cos a = C - sin*oi-\ ä — sin*<* | ■ toa ~^ sia*a 



— — = 
B« — " 



47. A cot a -j-B *j» a . fang a = C sin*a-^-s^sin*a-\ ^ — jtin*a-|— g-wi'o 

2A»+b . , . A* ^ 

2A . A*+C*— B* 

48. A.cota-^Bsina.cota s= C «»♦ a -}- -5- *m» « -| ^ «w*« 



I ^ 



2A . A^ ^ 

^ — sma — ^ = 



.r. A . 1 « • r^ . C+1/(C^— 4AB) 

49. A co^ a -j- B ÄW a . j^c oc =? C /«wg^ a = ■ '^ \.^ •. — " 

C— B 

50. A cotj» -{- B sin a . cosec a s= C cof a =s — j — 

51. A cot a -}- B roj a . /n/iy « = C 5/»* « — -s" '^''** ^ H ^ — ^^^ ** 

— — = 

52. A cot a + B cos a .colu = C <"Oj*<jt -f- ^ co^ a -j- X ■■ C05* a 

-S = « 

C— B 

53. A cot a -(- B CO* a . sec a := C a>f a = — j — 
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Gegebene Gleichmig: . ■ ■ Entmckdtt Gleichung: 

' C ' 
54» A.cot a ^B cos at * cosec a == C cota = . . ^ ^ ' 

C— — B 

55. A CO/ a -4- B tang a . cot a = C cot a =s — r — 

A 

2 AB B* — G* 

56. Acot a ^B tang a »sec a = C cos^a^^ >^ j p^ co^a-j- .^ , ^^ coj* ot 

, 2AB , # 2B* 

+Aq::iG5^^^"-5q::c^^^^ " 

B* _ 



2BC . . B^— C» 



57. Aco/a-j-;B/a72g:a.co^^ca = C co^^a— ' li t pg ^^<*'f" Aa Vr 



^ ca^^ a 



, 2BC Bv ^ 

+Aq::c^^^^"^-"Aq:c^ = ^ 

58. 'Acota+Bcota.seca = C stna - ^^^^^^[^1+^^^^ 

59. \. cot aA^-B cot a.cosec a = C cos*iX'\- .^ i ^^ cos^a 1 . ^» . ^ t; — co^*a 

* ' A^+^ A*+C* 

2BC ^^ , C» ^ 

60. A cot a -j- B sec a . cos^c a =s C cos a = 



-Vi 



C— 2AB4: CK(^'--^AB— 48"^ 



2(A*+B») 

^ B« 

62. A ^e^ a -4« B «» ae . /^wg" a = C rö5 a = — <yk " 

^:fc A r n • . n C-\-V(C*— 4AB) 

oo. A sec a -|- B tfw a • ro/ a = C co* a rs ■■ ■"'^ ^ p 



64. Aj^ca + Bw/a..y<!?ca = C sin, ^^ ^ —-^^^^ 

65. A sec a-\-B sina , cosec a ssz i> ^ ( 



. 3S8 — 

ä 

Gegebne Gleiduing: EDtwkkdte Qeidiiiiig: 

66. Aseea'\''Bcosa.i€mga zs C ' co^a'^ ^^ ceä^ a '^ -^^ cos a 

67. . A *«? a -f- B eosa .cata = C co^ a +'wj cosl^a — -^ cos* u 



i 



I 



, A»— C» . . 2AC A' 

A 

68. A ^ec a -|- B cof a . ^^r ot == C co^ a = j^ — ^ 

2AC A* P* 

, 2AC' A* 

70. A sec a -^ B t€mg a . cot a = C co^ a = ^i; — ^ 

71. A^^ca4-Bfai?g-a,*^ca = C cos^ a-^ -^ cos* a^ X ^-^^^ft 

72. A^eca-^^fong-a.co^^ca SS C cosa^rz^^X^ 

73. A^4?ca + Bcofa.^^ca.= C ^m* g „ ^ jj;^ g ,|, ^^"^?~^* ^w^ <x 

, 2B' . B« 

+ -g- Jma — ^ = 

74. A ^^c a -f- B CO/ a . cosec a =s C co^ a — ~ co*» a — cro^g^j-^ = Q 

C ' ^ ' ' C 

' ^ A*— C* QAR 

75. A^eca-f B^^a.cd^eca = C ^iyi*a-f ^^ ■■ ^m*g-|^ r^j/„g 

B* - 

76. A cosec a-^-B sin a. cos a s= C ^«»* a — fw* a-|-^^ii»»/jt— ?^#«i « 

A* » 

+5i = « 
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GtgAmk€ Gkidnng: EAtwickdito dridnmg: 

C* 2AC 

, A«-^ . , , 2AC . A« ^ 

78. A eo^^ a 4- B OT» a . a># a = C sin^ a -j .^^ — sin^ a -— -«^ sin a 



W 

2AC A*— C* 

79. • A£^0^^^a4-Bi^'l»a. j^a = C sin* ^ "^ fta i ^^ w»^« H* CT | r^ ^^ 

. 2AC . A» ^ 

80. A cosec a 4* B ji/» « • co^^c « ss C ^m a =a ^ ^ ' 

82. A co^^c a + B cos a.cota z=s C sina z=z "^ 7^^ \ oti — ^ — 



2B 

A 

83. A C05^c a -}- B coj a.seca = C ^m a = ^ p 

o. A in £. ~AB+CK(B^+C»— A«) 

84. A cosec a'-f'B cos at. a^sec a z=i C cosa =: t— ^T^J; p^' ■ ' 

B»— A A 

85. A cosec a -|- B ^oi^ a . co/ a = C sin^ a -J j^— sin^ a — «» a -j- p = 

2A A^-4-B'— C* 

86. A coseca-^-B tanga . j^c a = C sin^a — -^ «Va-j -I-^^ 51V a 

. 2A . A* ^ 

4--^5ma — ^ = 

A+B 

87. k cosec OL ^B fang ct. cosec a=iQ W»a =;= --^^— 

A+B 

88. A cosec a -|- B ro/ a . sec a = C ^fe <?t = X 

2A A*-+-B^ 

89. A to/eca + Bcota. coäeca s^ (3 jiV a ^ wt» a-j -^— sin^ a ^ 
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Ciegebene Gleiehung: 
90. Kcoseca-^^Bseca.coseca 



Entwickelte Gleichung: 



.. A«— C» . , 2AB 
C C05* « -|-| — 1^5 — CO** a + -jjj- «« 

B* 

4-^ = 



e) Fonri: A F« (a) + EF' (a) . F" («) = C 



Gegebene Gleichung: 
1. A sin^ a + B ifw a . cos a =s C 



Entwickelte Gleichung: 



*ma = 



2. A *m* a -}- B jw « . tang a = C 



3» A *iV a + B *i/i a . co/a = C ro* 



_ 1 X/^ B»4-2AC J:Bl/<B^+4AÜ— W^A 

— *^ \ 2(A*+B*) ^ 

• . B , , C— A B ^ 



B-fV(4A» +B»— 4Ä C) 
^="="'"^ 2A 



4. A^iV a +B 5mo6. ^^c a = C 



2C+A . . , B«+CH-2AC . , 






5. A 5m* a + B 5W a . cosec a = C sina ss y {j—J^J 

6. A sin^ « +. B CO* a . /angr a = C 

7. A «n* a + B CO* a . co^ a = C 



-^+1/(4AC+B^) 

'^"=' 2A 



B . , C . , B ^ 



2C . C*4-B* 

9. A*in*a + Bco*a\co*tfca = C sin^a-^j^sm^a-] X— ^««a 



-B- = o 



10. A sin^ a + B tanga .cota z=.C smaT=zy \ ' \ ') 



11. A 5iV a 4-B te/Jg- a.seca = G jm^ 



a -^ — J — sinr a — j-sa 

A 



-,«« + j=0 
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Gegebene Gleichung: 

12. A sin* a -j*B fang a • coseca^ss C 

13. A sin* a -\»B cot a . sec'd = C 

14. A sin^ a -}- B cot « . cosec a = C 



EDtwickelte Gleichung: 

, C— A B ^ 

cos^ a -j j — coj a — — = 

• ^ ^ • » B ^ 

ro^* a + — -T cos^ « + T cos oe 

' A ' A 



15. A sin'^ a -}- B sec a .cosec a = C sin^ a — — ^^^ — ^J»*a -j- — IC- ^//jt* a 



16. A cos* a -}" B ^"* ^ • ^^^ ßt = C 



17. A cos* a -J- B sin u . fang a = C 



18. A cos* a -|- B sin a . cot a = C cos a = 



__5fooc + _ = 

COS(X = 

_l// B»+2ACJ:B|/(ß^+4AC— 4C"A 
~ ^ \ ' 2(A=4-ß') / 

« B A ^ i ß rv 

cof* a '^ -r- COS* a — T ^o J « + -r- sä 
A A ' A 

_ —B+l/jiKC^fW) 



2A 



19. A cos* oe -[- B i/n « . sec a = C 

20. A cos* a -j- B sin « . cosec a = C 



21. A cos* oc -|- B cos <x . /^/ig" a = C sin a = 



(3 ^ Q 

/6rr/g^ a — jz tang^ a^tanga-] 1^ =s 

_ B + ]/(AA^ _ 4 AC H- B') 



2A 



22. A cos^ et -j- B cos a , cot a =: C 

23. A ro*'^ a -|- B cos a . j^c a = C 

24. A cos* a -j- B co.y « - co^ä? a ^- C 

25. kcos* a-^Btanga.cofce f% 

26. Keos* ok'\''B lang (X. sec Q^ 



• » , B . , , C--A . B - 



CO« 



«=1/^ 



\— c c 

cos a = V \ K / 



*»jiV 
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Gegebene Gleidiung: 

27. A cos^ a -|- B t€mg a . cosec a = C 

28. ^ Ä cos^ a -j- B cot oi . sec a = C 

29. A cos^ a -f- B cot u . cosec a = C 



Entwickelte Gleichung: 
C , B ^ 

• » I ^""^A B ^ 

*///' a -j- ■ ■ . «« a — — =rz 



A.+C 



ß 



CO** a 4 — CO*' a — -j- co^u 4- -^ = 

A A ' * 



C 
A 



30. 



Acos^ a+D sec a .cosec a sz l- co*"« — r — cof*a-f- ' „ cos* 

A A' 



31. A /ong"* a-|-B «»a. CO* a = C 



-Xi«'**« + Ä5 = o 

fang* a -J j — tang^ ^ "1" T ^^'^ff " 

-1 = 



32. 



A+C \ 

A taug^ a -|- B sin a . fang a = C co^ a -j -^— co,v* a — cos a — ~ = 



33. A tang'^ a -j- B sin a.cot a = C 

34. A tang'^ a -j- B sin a . scc a = C 



A+C . , A 
cosr a A — cos'(x -(- =j = 



B 



B 



— B+I/qAC+ B^) 



35. 



36. 



A/flr/lg-' a-|-B WÄa.co^£?ca = C f{ingaz= y { — : — j 

A tang'^ a -}- B cos a . taug a = C */»' a ^£— ^w* oc — sin u -|- ^ s=s 



37. A tang^ « 4" ß ^* a.cot (x = C 



38. A ^fl/lg*^ a -{" ß ^^^ " ' ■^^'^' '* = ^' 

39. A /flrwg^^ <3^ + B cos a . coje'c a z= C 



j//>* a -j ^ — sin^ OL^ — 2 sin^ ** "" 5 ^^^ ** 

+ t = 

C , B ^ 



=E\ 



) 



40. 



h.tang'* a-\'litttmg a.cota =: C tanga = 1/ (""Tr"") 



41. A tang'^ a -]- B tang a . *<>c or s= C sin 



— B+l/(4AC+4C*+B») 
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Gegebene Gleichung: Entwiekelte Gleichung: 

42. Atang^a-^Btanga.coseca = C cosa = »i* » o/Xj" r\ 

B C 

43. A /öw^' a*-|" ^cota.seca = C «V a — . >^ ^iVa — , ^ «» a 

B 2A4-C • 

44. - A tang^ a -f- B cot a • cosec oc = C coj* a -|- ^ i (S «>'^ <» T~TrF" ^^^^ ^ 

45. A /fl/ig"* a -|" B ^^^ " • co^^r a = C /«/»o^ ^ "f" r ^^^o^ ^ — T t^^S cc -j- ~ = 

A A A 

A— C R P 

46. A CO/* a -[- B sin a . co* a = C cot* a -] j — cot^ ^ 4" T ^^^ ^ — T = 

A A A ^ 

47. A coi^ a -}- B «» a . tang a s=: C cOJ*a -j ^ — cos' a — 2 co.y^ a — :^ cos a 

+ 1=0 

A+B C 

- 48- A cot^ (x-^Bsina,cota = C cos' a -^^ cos^ a — cos a -[- |j a= 

\ C B 

49. Aco/*a + B^ma. seco, s=i C co/^ « — -r-co/a-j-— = 

• ' A ' A 

50. Acot^ a-^-B sin Of^ cosec a = C cota :=, y \ — j — j 

i A4-C A 

51. A cot^ a -|- B CO* a . tang a = C jjV a — ^ ^/w* a 4* ^ = 

52. A cof^ a + B cos a.cota = C sin' a A ^1— sin^ a ^^sin a — ^^ = 

. . B B 

53. Aco/*a4-Bco*a.*^ca == C ^ cot a = y( ~ J 

«.. A , , to /. * — B+|/(4AÜ+F) ^ 

54. A co/'^ a -j- B cos a . CO^CC a = C cota z=, ^^_ ^V ! i 

55. A cof^ a 4" B lang OK, .cota s^ ^ cot a = y/ ( — j— j 

56. Aco/* oc + B/flrwyoe.^Ära :^ 5m*a+-rXr^*'^**"" xJc *''^* ** 
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Gegebene Gleichung: 
57. A cot^ a -|- B lang a . cosec a sae C 



Entwickelte Gleichung: 



cos* a — - 1 M ^ cos^ a — -: — --rr cos a 



+ 



B 



Ä+C 



A-fC 



« 



58. Aco^Oa-{-Bco/a.««ca s C sina=s 



A+C 
_ B±1/(4A»+B^+4AC) 



59. A cot^ a -j- B cot a . cosec a =s C cog a r- 



2(A+C) 

^ — B4:|/(4AC+4C*+B») 

2(A-f-C) 



60. A CO/* a -|- B *«c a . co^^c a s= C 



B C B 



O 



2AC 



61. A jec»a-|-BÄ»a.co*« = C CO** « — • CO*« a -|- ^ CO** « — -^ co*» a 






B< 



B' 



62. A *<?c* a -j- B *i» a . tang a = C 

63. A sec*^ a -f- B *»» « . cot a = C 

64. A sed^ « -}- B sin a . sec a ss C 



C A 

cos* <* + 5 <»*' « — CO*« — « = 

C A 

co^ ot — ^ cos"^ ** H" 1» = 



B 



. „„ — B4:l/( 4ACr-4A'4-B') 

tang a. = "^'^ ^ ft. — I — -J-_/ 



65. A *ÄC' « -j- B *M» a . co*«C a s=: C CO* a s= 1/ ( . to / 



66. A *«•' a -|- B CO* a . /ang- « = C 

67. A sed* a -{- B co* « . cot a = C 



.;..« 



C . 



*!«• « ■— g *w* « — *w a -j- 



C— A 
ß 



= 



*/«* 



C . 



68. A sec^ ot -|" ß ^^^ ^ • ^^ a = C 

69. A ,y^c^ ex -}• B cos a . co.y^c a = C 



cos 



« — g sin^ a — 2 «V a -j ^ 

+ 1 = 



A— C . 

— *i» « 



«''•« + ^TT^ «''« + C = 



B 



B 



70. A sec' « + B tang « . co/ a = C co* a = 1/ /^ .. ^ ^ 



71. A *cc' « -j- B /flwg- a . *^c « = C 



sin 



--B:fct/(B»+4C'— 4ÄC) 

1c 
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Gegebene Gleidrang; ^ Entwickelte Gleidiung: 

72. Ased*a-\-BtaTigci.coseca =s C cosa :a -^^ ^-., ! — i 

I 

73. A^rc'a + Bcof a .seca = C i^iVa— ^ ^Va-j -^ — sind'^-^ = 

B A-4-C A 

74. A sed^ a + B «>/ a . ro^^c a ss C cos* ** H" p co^a^^ X - co**a-|- p = 

«. A , I i> ^ r^ • Of 2A . , A«+B«+2AC , 

C* . 2AC 

76. A cosec^ a -}- B ^//i a . cos a «s C w*' a — sin^ a -j- ?r^^i7»*a — -|p- «V a 

4-— = 

■ ' C A— C 

77. A cosec^ a -f- B sin aC. fang a = C cos* « + W cos^ a — 2 cos^ a -J ^g— cosa 

C ^^ C A 

78. A cosec^ a^B sina. cot a s=s C cos^ " *"* R ^^*' ^ "^ *^* ^ H B — ^^ ® 

79. A cosec^ a + Bsin a.seca = C ^a//g^ a -j |j— /öwo-'a -|- jt = 

80. A cosec^ a ^- B ^m « . co^^c a = C sinu c=, 1/ ( ^ ^^ j 

C . A 

81. A cosec^ a -}- B cos a . lör/i«- a sä C sin^ " *" R ^"*' a 4- ir = 

C . . A 

82. A cosec'^ a -j- B cos « . c?o/ a 5=. C w'//^ ^ "f" n '^''^^ ^ — sina — :g = 

83. A cosec'^ a -f- B «>* a.seca = C f m a :^ y vfrZTR y 

0,1. r. . — B+1/(^AC— 4A^+ß«) 

84- A co.y^c*a 4" B «^ö^« • co«rc a ^ C cotaiss — ■■ ^. 

85. A cosec^ a + B taf?g <x.cot ij^ ^ C «m « = y/ vC^IIb) 

r « "R A+C . ^ I A ^ 

86. kcosec'a + Btanga.seo r, siii' (^ \x^^^ ^ 1^«»» «+C ~ 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleichung: 

S7. Acosec^a^Btanga.cosecoi = C co^ a — ^ co^a-f- ^ co^ a + ~ s= Q 

* vy C "^ C 

88. Acosed'a-^Bcota.seca^C r't B±V(«' +'iAC) 

f) Form: A F(a) . F' (a) + B F^' («) . Fw (a) = C 
Gegebene Gleichung': Entwickelte Gleichung: 

1. Asina.cosa-^Bsma.tariga = C sin^ a — ^ ^iV a -j- -ln^^ j/«4 « 

A A* 

, 2B . , , A^+C» . C« 



a 



2. A^m/x.a>^a-f-Bro^a.£:o/a =: C co^* a — -j- co^* a -}^ — — ÜL co^ 

" _i_2B . , A«4-C» C» 



3. A^iRoc.coja-f-Bton^a.«Cca = C co^a — «w*a+ ^«><»a4- — coj*« 



2B . , B* B« 



4. Aw«a.CO*a4-B«)<«.cO*^ca = C .s/n» a — sin*a-U — sin*a4- — sin*a 

' A ' A* 



2B . . , B« . . B» 



5. A««a.c«Ma-f-B*«ca.«>*«ca = C' «"»2« sa ^lifc^^^"— ^^B) 

A 

6. Asina.tanga-i-Bcosa.cota = C .«»• a + j|^ «»»« + ^'~^' ««• « 

4BC . . C*-.3B* . , 

-J^+W"^'"- A'+B' ^ " 
, 2BC . B» 
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Gegebene Gleichung: 
7. \sina.tanga^Btanga,sec(xi:s 



Entwickelte Gleichung: 



ja ß2 



2C 
A 



A^ 



C B— 2A 

8. ksina.tanga-^Bcota.cosecoczzzC co^a+ ^co^a-j j — cos^^ 

p2 5R O^ 

9. Asma.tarigoL'-^Bseca.cosec^ = C w** ^ + A* ^"**^ "^ X *'^^^^ ~ A* ^"*^ * 

B* 

4-— = 



A^ 



10. A,co6oi.cota-\-Btanga.s^ca = C* ^/» 



•4 I C . , 2A+B . , 



C 

— -T- sin a -|- 1 = 



2C . 



11. Acosa,cotoL-{-Bcot(x.cosecot ss C *i«* « ^^iVa-| -—^sin^a 






20 , - , A«-j-B» . , B* _ 



C- .2B * C* 

12. kcosa.coia-\-^secu.coseca-=.C cü«*ae-(-^co«*« -j--r-«»*'a — T»«'*'» 

B^ 

4-— = 



13. Ktaftg(x,secot'\'Bcot(x.coseccxz=zQ sin^ a^^ — siii'u-^- 



2A . ; , A'+B^-,2C» . 



sin^ a 



2A . , , C— 3B^ . ^ 

— YT sm*a -j T^r sin* a 



'2 



+ -^7^« « — Cl = 

4 / A I 11 ^ ' t. \ "A . - I A — ZL» 
l4. A/ö//g-a.ATC'a-f-B^€rcof.c'/>^<?6'a^; C 5/»* a -^ -p- «m' a -J ^j— 



s\n^ a 






* • 
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Gegebene Gleichung: Entwickelte Gleidnmg: 

2A A'— 2C* 
15. Acota.coseca-^Bs^a.coseca^szC cos* a^^—^cos^a^ a,^ ■ cos^a 

2A . , CH-B , B* ^ 

Anmerkung. Wenn man alle Combinadoncn durchfiilireu wollte, welche 'diese allgemeine Fonn 
zul&fst, «o würde man 225 Gleidiungen Iiaben; allein die meisten lassen sich auf Gleichnngcn 
zurückfuhren, "welche schon Früher entwickelt sind; daher sie hier wej^Iaseen worden. Man 
befrage darüber nachfolgende Tabelle. Die bei den Produkten angegebenen Gröfsen sind ein&chere 
Wertlic derselben. Die in den Columnen befindliclien Nummern beziehen sich auf di^ hier vor- 
stehenden Gleichungen. Columneu, welche hingegen das Zeichen *— enthalten, zeigen an, dals die 
AuHösung der entsprechenden Gleichung schon aus der Beschaffenheit der gegebenen Funktionen 
von selbst erhelle. 



Schi II fs - Bemerkungen. 



In sämmtliclien ausgefülirten Gleichungen sind die Gröfsen A, B und C will- 
kührlidie Faktoren, welclie jeden positiven und negativen W erth, Null nicht ausge 
schlössen, haben können. Der Radius ist überall == 1 angenommen worden, man 
wird ihn in den meisten Fällen nicht in Rechnung zu ziehen brauchen. Sollte es 
indessen doch irgendwo nothwendig oder vninschenswerth seyn, ihn einzuführen, so 
dient dazu das Gesetz der Homogenität aller Glieder, dessen die Einleitung Erwäh- 
nung thut. 

Um die entwickelten allgemeinen Gleidiungen in ihrem ganzen Umfange be- 
nutzen zu können, ist es nöthig, die vorhabende concrele Gleichung so zu gestalten, 
da& sie die möglichst einfachste Form erhalte, und keine trigonometrische Funktion 
mehr in den Nennern vorkomme. Man wird dieses durch die Tabellen VII. A und 
B, welche die Weiihe für die Produkte und Quotienten zweier Funktionen angeben, 
leicht bewerkstelligen können. Wenn in der Gleichung Funktionen der Sunune oder 
Differenz zweier Bogen vorkommen, so müssen diese zuvor nach Tabelle XII. ent- 
vrickelt und gehörigen Orts eingeführt werden. 

Man -vfrird in den meisten Fällen mit den angeführten Formen ausreichen. 
Auch die Gleichungen, welche trigonometrische Funktionen in drei oder mehreren 
Gliedern enthalten, können gröDstentheils durch zweckmäfsige Substitutionen so um- 
gestaltet werden, dab sie aich unter die entwickelten Formen bringen lassen. 
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Z. B. aus der Gleichung: 

A sin^ « + B cos a SS C sin a 

.1 4 . I B cos a ^ • 

wird: Aw»a + — : =s C 

• sm (X 

und femer: 

Asina^^hcota ss C 
Oder aus der Gleichung: 

XsinoL-^Bcosa = Ctanga 
wird : A -{- B cot a =s C sec a 
Oder aus der Gleichung: 

A sin OL -|- B C05 a =r C /an^ a -}- D ä» oc . ^^ a 
wird: A ^m a -|- B cos a = (C4-D) tang cl 
und femer: 

A + Bro^a = (C+D) ^eera 
Bei denjenigen Coinbinationen^ deren Entwickelung auf höhere Gleichungen 
führte, sind diese Gleichungen selbst autgc no m men uii4 der Humertsehen Bearbei- 
tung für jeden gegebenen Fall anhein» gestellt worden. Man kann bei Entwickelung 
trigonometrischer Gleichungen als GeseU annehmen: da& man schwerlich durch 
künstliche Methoden eine Gleichung von einem geringeren Grade erhalten wird, als 
welche sich schon durch Substitution der einfachsten;^ gleichartigen Werthe für die 
verschiedenen trigonometrischen Funktionen ei^ab. Höchstens wird man in manchen 
Fällen ein Wurzelzeichen zu vermeiden im Stande seyn. 

Da sämmtliche Werthe einer Funktion immer auf den einfachsten derselben 
beruhen, so ist es für die Auflösung der Gleichungen ganz gleichgültige welche 
Werthe man für die verschiedenen Funktionen substituiren will; die entstehende 
Gleichung wird immer von dem nämlichen Grade seyn. 

Soll nun aus einer dieser höheren Gleichungen die trigonometrische Funktion 
wirklich entwickelt werden, so kann man sich dazu der, m der Analysis ge- 
bräuchlichen Methoden bedienen. Es wird indessen dabei am vorlbeilhafltesten seyn, 
jederzeit die Sintis oder Cosinus des zu suchenden Bogens als die unbekannte Grösfe 
einzuführen, da hier die festen Gränzen zwischen und 1 die Approximalions- Auf- 
lösung sehr erleichtern. 



Serichtigungen und Druckfehler. 



Seite 36. 



— 76, 

— 02. 

— 98. 

— V2B. 

— 130. 



VII. A. Ea findet sich hier * so an^egebcsn wie es in mehreren Lehrbüchern, unter andern 
iu^Vega IL 111 ff. ausgedrückt wird. 

Durch andere Angaben ist dieser Decimalbruch aber bis auf 154 Stellen fortgesetzt 
Worden, welche dann von der 136sten an, folgendermaßen knien: 

317253594081284803 

(vergl. Kästner geometrische A'bhandlungcn. 2rc Sammlung 181. 182., und dessen An- 
fangsgründe der Mathematik I. 331.) 
D. No. 1. statt 2a* Vsin \ a sin \df 
lies : 2a* 'Vsin \ a, sin* % <» 
No. 20. mufe der logarithmische Ausdruck als unrichtig und unstatthaft wegfallen. 
No. 14. statt (a^b)wca lies: (a— b)cojtfca 
G Noi 5. statt sin a lies : sin oc # 

- Ko. 6. desgl. 

No. 12. gilt das Wurs^eichen nur fiir den Zahler und nicht für den Nenner. 
No. 21. und 22. statt 



aerZ.P 



04 /» «- _csin ß 
81. iangß = r 



oder 



'22. unler obigen Voraussetzungen 

I II 

lies: 



der 



04 ^ c sin ß - 

21. tang 7 = ■ ■■ oder 



a—c cojß 



22. unter obigen Vorausset zungcu 
Z.7 = 9 — -«Ji 



— 131. 



No. 27. statt 
lies 



c sin et 

a 
c sin OL 



— 151. 



• •• 

No. 6. der Ausdruck ^ot | a =? '"'^^ ' ^J^'fj^''^ ^^^ "" "^^ ist für den vorgesetzten Zweck 

nicht brauchbar, da der 21/5 ni cht groben ist. Man ersetge dahe r denselben ducch folgeadoi: 

j/nia ^= l/«/ib.«nc«V^a+K/i»^(b— c) 



Gedruckt bei Trowitzsch und Sohn in Berlin. 



Zu Seite 368. 



Formen, zu welchen diese Gleichungen führen 



A sin a ,cosi» coseca 




Acatok.coseca 


Aseca.coseca 


- 


tec€b 

i 


= A ^sec a 








^■" 


* 


— 


No. 4, 


No. 5. 


4~Bj<na.coi« 


No. . 1. 

• 


f 


— 


No. 8. ' 


Na 9. 


'i'Bsina.ian^a, 




* 


— 


■ 


1 ^1^ 




'i'Bsina.coicb = Bco^a 


^^ 


» 


/ 


— 


— 


'^Bsina.seca s=: Bümgo^ 


"™" 


» 


— 


— 


> 


*j-Bxma.coi«ca =: B 




f 


— 


— 


— 


-{"Bcofa.^ai^a = Bima 


• 


* 


— 


No. 11. 


No. 12» 


+ Bcoxo.co^a 


— 


» 




■^^ 


\ 

^i^ / 


'^Bcosa.seca :=: B 


— 
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